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Théorème des deux carrés

1 Définitions et notations

On note Z[i] := fa + i b : a 2 Z et b 2 Zg l'anneau des entiers de Gauss. On définit sur Z[i]
l'application N :Z[i]!N, a+ ib 7! a2+ b2. Pour z 2Z[i], N(z) est appelé la norme de l'entier de
Gauss z. On remarque que N est multiplicative : 8z; z 02Z[i], N(zz 0)=N(z)N(z 0).

On note � := fn2Z : 9a; b2Z n= a2+ b2g l'ensemble des entiers qui s'écrivent comme somme
de deux carrés.

2 Préliminaires

Proposition 1. Z[i] est euclidien pour l'application N, donc principal.

Démonstration. Soit x; t2Z[i], avec t non nul. On écrit z/t=x+ iy avec x; y 2C, et on note

q=a+ ib, où a et b sont les entiers les plus proches de x et y. On a alors jx¡aj� 1
2
et jy¡ bj� 1

2
,

donc
������z
t
¡ q

������� 1
2

p < 1. Posons r= z¡ qt. Alors r2Z[i], et on a r= t (z/t¡ q), donc :

jr j � jtj � jz/t¡ q j< jtj

On en déduit N(r)<N(t). �

Lemme 2. L'anneau Z[i]� des inversibles de Z[i] est f�1;�ig.

Démonstration. Soit z= a+ ib2Z[i]�, et z 0 son inverse. Alors N(z)N(z 0)= 1, donc N(z) est
inversible dans N : ce ne peut être que 1. On en déduit a2+ b2=1, et les seuls entiers de Gauss
solution sont donc �1 et �i. Réciproquement, il est clair que ces derniers sont inversibles. �

Lemme 3. Soit p un nombre premier impair.

On a l'équivalence p2�() p est réductible dans Z[i].

Démonstration.

=) Soit p=a2+ b2. Alors p=(a+ ib)(a¡ ib) dans Z[i]. De plus, N(a+ ib)=N(a¡ ib)= p> 1,
donc a+ ib et a¡ ib ne sont pas inversibles. On en déduit que p est réductible dans Z[i].

(= Soit p= xy avec x; y 2 Z[i] non inversibles. Alors p2=N(p) =N(x)N(y). Comme p est
premier et que N(x); N(y)> 1, on en déduit que p=N(x), donc p2�. �

Lemme 4. � est stable par multiplication.
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Démonstration. Soit x; y 2�. Alors il existe z; z 02Z[i] tels que x=N(z) et y=N(z 0). On en
déduit que xy=N(z)N(z 0)=N(zz 0), donc xy 2�. �

3 Théorème(s) des deux carrés

Théorème 5. Soit p un nombre premier impair. Alors p2�() p� 1[4].

Démonstration.

D'après ce qui précède, on a p2� si et seulement si p est réductible dans Z[i]. Ce dernier étant
factoriel (car principal), p est réductible dans Z[i] si et seulement si Z[i]/(p) est non intègre.

Par ailleurs, de l'isomorphisme Z[i]'Z[X]/(X2+1) on déduit :

Z[i]/(p)'Z[X]/(X2+1; p)' (Z[X ]/(p))/(X2+1)'Fp[X]/(X2+1)

Donc :

p est réductible dans Z[i] () Fp[X]/(X2+1) est non intègre
() X2+1 est réductible dans Fp[X ]
() X2+1 a une racine dans Fp
() ¡1 est un carré modulo p

() (¡1)
p¡1
2 =1

() p� 1[4]

�

Corollaire 6. Soit n2Z, écrit sous forme factorisée n=
Y
p2P

pvp(n), où P désigne l'ensemble des

nombres premiers. On a l'équivalence :

n2� () 8p2P (p� 3[4] =) vp(n)� 0[2])

Démonstration.

(= On écrit n=

0@ Y
p�3[4]

p
vp(n)

2

1A2 � Y
p�/ 3[4]

pvp(n). D'après le théorème précédent (et comme 2=

12+12), pour tout p�1[4], p2�, donc comme � est stable par multiplication, le produit de droite
est un élément de �, et le produit de gauche s'écrit comme un carré : on en déduit que n2�.
=) Soit n2�, avec n=a2+ b2. On écrit n= �2 (a02+ b0

2) avec �=a^ b, de sorte que a0^ b 0=1.
Soit p un diviseur premier impair de a02+ b02. On va démontrer, en raisonnant par l'absurde, que
p est réductible dans Z[i] : ainsi, on aura p� 1[4]. Dans ce cas, tout diviseur premier de p congru
à 3 modulo 4 vérifiera pj�2, donc vp(n)� 0[2].
Supposons donc que p est irréductible dans Z[i]. Comme p divise (a0+ ib 0)(a0¡ ib0), d'après le
lemme de Gauss, p divise a0+ ib0 ou a0¡ ib 0. Or, pour z 2Z[i], on a :

pjz () 9z 02Z[i] p= zz 0 () 9z 02Z[i] p= z z 0 () pjz

Donc si p divise a0+ ib0, il divise aussi a0¡ ib0, et inversement : p divise donc ces deux éléments.
Dès lors, on peut en déduire que p divise 2a0 et 2ib0. Comme p est impair, on en déduit que p
divise a0 et b0 : ceci contredit que a0^ b 0=1. �
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