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Théorème de Riesz-Fischer

Dans tout ce qui suit, (X;A; �) désigne un espace mesuré, et p2 [1;+1].

Définition 1.

� Pour p < +1, on définit l'espace Lp(X; A; �) comme l'espace des fonctions f définies
sur X à valeurs dans K=R ou C, telles que jf jp est �-intégrable, i.e telles que kf kp :=�Z

X

jf jp d�
�
1/p

soit fini.

� Pour p=+1, on définit l'espace L1(X;A; �) comme l'espace des fonctions f qui sont �-
essentiellement bornées, i.e telles que kf k1= inf fc> 0 : �(fjf j>cg)= 0g soit fini.

Quand il n'y a pas de confusion possible, on note plus simplement Lp(�) l'espace Lp(X;A; �).

Proposition 2. Soit f 2L1(�). Alors il existe N �X tel que �(N)=0 et jf j�kf k1 sur X nN.

Théorème 3. On a l'inégalité de Minkowski : kf + gkp�kf kp+ kgkp, pour tout p2 [1;+1] et
f ; g 2Lp(�).

Définition 4. On définit l'espace Lp(�) comme le quotient de Lp(�) par la relation d'équivalence
� définie par f � g() �(ff =/ gg)=0.

Proposition 5. Pour tout p2 [1;+1], (Lp(�); k�kp) est un espace vectoriel normé.

Théorème 6. (Riesz-Fischer)

Pour tout p2 [1;+1], (Lp(�); k�kp) est un espace de Banach.

Structure de la preuve.

On commence par le cas où p <+1. Il s'agit de montrer que l'espace Lp(�) est complet pour la
norme k�kp. On se donne donc une suite de Cauchy (fn)n2N d'éléments fn2Lp(�).

1. On montre que (fn)n2N admet une sous-suite qui converge simplement vers une fonction f .

2. On vérifie que la convergence a également lieu au sens de la norme k�kp.

On traite ensuite le cas p=+1.
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Démonstration.

On commence par le cas où p<+1.

Quitte à extraire une sous-suite de (fn)n2N, le caractère de Cauchy de cette suite nous permet de
supposer que l'on a, pour tout n� 1, kfn¡ fn+1kp� 2¡n (?).

On pose alors

u0= f0 et pour k � 1, uk= fk¡ fk¡1

Alors, pour N � 0, la somme partielle UN vérifie UN = f0+ f1¡ f0+ � � �+ fN ¡ fN¡1= fN.

Pour tout x2X, la suite (VN(x))n�1 définie par 8N 2N� VN(x)=
X
n=0

N

jun(x)j est croissante et

positive, donc elle converge vers une limite V (x)2 [0;+1].

Via l'inégalité de Minkowski, on obtientZ
X

jVN(x)jp d�(x) =
Z
X

 
jf0j+

X
n=1

N

jfn(x)¡ fn¡1(x)j
!p

d�(x)

�

 X
n=1

N �Z
X

jfn(x)¡ fn¡1(x)jp d�(x)
�
1/p

+ kf0kp

!p

�
 
kf0kp+

X
n=1

N

2¡n
!p

d'après (?);

� (kf0kp+1)p:

Le théorème de convergence monotone assure alors queZ
X

jV (x)jp d�(x) = lim
N!+1

Z
X

jVN(x)jp d�(x)

� (kf0kp+1)p:

Donc jV jp est �-intégrable, donc �(fjV jp=+1g)=0, donc �(fjV j=+1g)=0. Aussi V est finie
�-presque partout. On se donne un sous-ensemble A de X vérifiant �(X nA)=0 tel que V soit fini
sur A.

Puisque K est complet, pour tout x2A, la suite UN(x) converge absolument, donc converge, vers
V (x)2 [0;+1[.

On en déduit que (fn(x))n2N converge simplement sur A vers une limite f(x)2K: On prolonge
la fonction f sur X en posant f(x)= 0 pour tout x2X nA.

Par ailleurs, �-presque partout, on a jf jp�
X
n=0

+1

junjp=V p, donc f 2Lp(�).

Montrons que (fn)n2N converge vers f au sens de la norme k�kp.

La suite (jfn¡ f jp)n2N converge simplement vers zéro, et on a pour �-presque tout x2X :

jfn(x)¡ f(x)jp =

����������X
k=0

n

uk(x)¡
X
k=0

+1

uk(x)

����������
p

=

���������� X
k=n+1

+1

uk(x)

����������
p

� V p(x)
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Et V p2L1(�). Donc par théorème de convergence dominée, kfn¡ f kp !
n!+1

0.

On a démontré que si la suite (fn)n2N est de Cauchy dans Lp, alors elle admet une sous-suite
convergente dans Lp, donc elle converge dans Lp.

On traite maintenant le cas p=+1.

Soit (fn)n2N une suite de Cauchy dans L1(�). Pour " > 0, il existe N 2N tel que pour tout p;
q �N on ait :

kfp¡ fqk1� ":

D'après la proposition 2, pour tout (p; q)2 JN;+1J2, il existe un ensemble Np;q�X �-négligeable
tel que pour x2X nNp;q, on ait jfp(x)¡ fq(x)j � kfp¡ fqk1� ":

Posons N =
[

p;q�N
Np;q. Alors �(N )�

X
p;q�N

�(Np;q) = 0 donc N est �-négligeable et pour tout

x2X nN , on a jfp(x)¡ fq(x)j�", donc la suite (fn(x))n2N est de Cauchy dans K, qui est complet :
elle converge vers une limite f(x). Pour x2N , on pose f(x)=0 (mais cela n'a pas d'importance).

Un passage à la limite quand q!+1 donne alors

8x2X nN 8p�N jfp(x)¡ f(x)j � ":

En particulier, on a jf(x)j � "+ jfN(x)j � "+ sup
x2XnN

jfN(x)j, donc f est bornée sur X nN .

On a alors :

�
��

jf j> sup
x2XnN

jf(x)j
��

� �(N )= 0;

donc par définition, kf k1� sup
x2XnN

jf(x)j<1. Donc f 2L1(�).

Par ailleurs, sup
x2XnN

jfp(x)¡ f(x)j � " dès que p�N , donc on montre de même que kfp¡ f k1� "

pour tout p�N .

Ceci justifie que (fn)n2N converge vers f au sens de la norme k�k1, donc L1(�) est complet. �

3


