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Représentation des fonctions lipschitziennes

Dans tout ce qui suit, on considére I’espace mesuré (R, B(R), A), ot B(R) désigne la tribu borélienne
et A la mesure de Lebesgue. On notera, pour p € [1,+0o0], LP(R) := LP(R, B(R), A) et dx pour .

Théoréme 1. Soit f:IR — R une application. Alors f est lipschitzienne si et seulement si il existe
g€ L>®(R) telle que
y

Ve, y)€R?  f(y)— f(z) = / o(t) dt.

Démonstration.

Le sens est immeédiat. On va démontrer . On suppose que f est k-lipschitzienne, et
on définit la forme linéaire T suivante sur I’espace des fonctions indéfiniment dérivables & support
compact D(R) =C*(R,R) :

VpeD(R) (T, p)i=— A f(z) ¢'(x) da

e Etape 1: montrons que T est une forme linéaire continue pour la norme ||-||1.

Pour cela, on va commencer par démontrer que (T, ) = —lim / flx oz + h plzth) = p(z) dz.

h—0
plz+ h})li () o f(x) ¢'(z). D’autre part, en notant

M un réel positif tel que |p(x)| =0 pour |z|> M, I'inégalité des accroissements finis donne :

D’une part, pour tout z € R, f(x)

veeR Whel-L1[ |fx) 2 th el ]f(x)Mn_M_LMﬂ]m
oo |1

IN

JOIES L STRpAE)

|F @) 1" loo Limar—1,1 41 ()

La fonction | f(2)][|¢/[|oc L{=ar—1,0m+1)(2) est intégrable sur R. Le théoréme de conver-
gence dominée permet de conclure.

Via la linéarité de l'intégrale et le changement de variable u=x + h (qui est un C!-difféo-
morphisme de R sur R), on obtient :
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On en déduit que
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Donc T' est continue pour la norme [|-||1 et [|T'||z(pmr),r) < k-

Etape 2 : on construit la fonction g grace au théoréme de représentation de
Riesz.

On a montré que T était linéaire continue sur D(R) pour la norme ||-||;. Comme D(R) est
dense dans L!(IR), le théoréme de prolongement des applications linéaires continues affirme
que T" admet un unique prolongement a L!(IR), qui est encore continu. On notera encore T
ce prolongement. Il vérifie toujours ||T'||z(z1(r),R) < k-

On se donne un entier n € N. L%([—n,n]) s’injecte continfiment dans L!([—n,n]) grace a
Iinégalité de Cauchy-Schwartz. Soit ¢ € L2([—n,n]), on a en effet :

||90|1=/_T;|<P(t)|dt§\//_T;Iw(t)Ithx \//_’;wdt:”m.m.

Par ailleurs, en posant @(x) { g(ac) Znon z€[=n,n] ,ona @eLYR).

On peut alors définir I’'application T;, de la maniére suivante :
VoeL([-n,n]) (Tn,¢):=(T, ).

Alors T, est continue pour la norme ||-||2 d’aprés ce qui précede, donc d’aprés le théoréme
de représentation de Riesz, il existe une unique application g,, € L?([—n,n]) vérifiant

n

Voe L(-n,n])  (Tng)= / gn(2) () dz.

—n

Pour m >n, on a gy|[—n,n] = gn Par unicité. Ainsi, en posant g = liminf g, la fonction g
vérifie g(x) = gn(x) pour tout x € [—n,n], et ce pour tout n € N. e

Etape 3 : montrons que g € L*(R).

On va en fait montrer que A({|g| > k}) =0, en raisonnant par ’absurde. Supposons donc
que A({|g| >%})>0. On a 'union dénombrable

{lgl>k}=J {lgl>k}n[-n,n],

neN

donc en posant, pour tout n €N, A,,:={|g| >k} N[—n,n], il existe ng € N tel que A(4,,)>0.



Posons ¢: =sgn(gn,) 14, Alors ¢ € L'(R) et on a
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Ceci contredit que ||T'|| 2z (r),r) < k. Ainsi, u({|g|>Fk})=0 donc ||g||c <k par définition.

e Etape 4 : on montre que f(x)— f(y) :fzyg(t) dt.

Posons G/(x) := ](fg(f) dt. L’objectif est de montrer que 'on a G = f + ¢ avec ¢ € R. Pour
cela, on va utiliser deux résultats de la théorie des distributions.

D’une part, on va montrer, au sens des distributions, que G’ = f’. Ceci impliquera que la
distribution G' — f est constante égale & un certain ¢ € R, et puisque G — f —c € Li,.(R),
que G — f —c=0, A-presque partout. Finalement, comme G — f — ¢ est continue, on en
déduira que G — f=c sur R.

Soit ¢ € D(R). On a
(G ) = =G, ¢)

_ A{(/Ozg(t) dt) o(z) d.

Soit M € Ry tel que |¢(x)| =0 pour |x| > M. On peut écrire

@) = - ( / g(t)1[o,z]<t>dt)sa'<x>1[_M,M]<x>dx,

avec la convention 1oz = —1[;, 0] lorsque 2 <0 !

Par ailleurs, on a

19(t) Lo,)() @' (@)L —ar,a1(@)] < [1glloo 190 lloo Limar,an)(2) [Lj0,0] (£)] € LH(IR?).

Le théoréme de Fubini-Lebesgue assure alors que

@) = - ( [ 100 11 (0) #2) d:c) g(t) dt

_ [R ( A " o) dx)g(t)dt

- / g(t)p(t) dt
R

= <T> ‘P>
= (f',¢)
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1. Ceci nous permet d’éviter de séparer 'intégrale en deux parties, ce qui marcherait aussi en appliquant deux fois
le théoréme de Fubini .



