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Théoréme de Radon Nikodym

Théoréme 1. (de représentation de RIESZ).

Soit (H,{-,-)) un espace de HILBERT. Alors l’application L définie par

el D e

est une bijection antilinéaire isométrique.

Théoréme 2. (de RADON-NIKODYM)

Soit (X, A) un espace mesurable et u, v deux mesures positives o-finies sur (X, A). Il y a équiva-
lence entre :

1.VAe A pu(A)=0 = v(A)=0 (on note v<< ).

2. Af: (X, A)— (Ry, B(Ry)) p-intégrable telle que VA€ A v(A) :/fd,u.
A

En outre, la fonction f est unique (G une égalité p-presque partout pres).
On note f:% et on dit que f est la dérivée de RADON-NIKODYM, ou la densité de v par rapport
I

a p.

Démonstration.

Le sens indirect est immédiat, puisque pour A € A tel que u(A)=0, on a
v(A) :/fdu:/ 14 f, et 14 est nulle p-presque partout.
A X

Pour le sens direct, on commence par le cas ol o et y sont des mesures finies. En particulier,
on a dans ce cas L?(u) C LY(p).

e FEtape 1l:casouv <.
On suppose dans cette étape que v < u. Alors pour toute fonction g mesurable positive, on a

gdv < /gd,u - en particulier, L?(u) C L?(v), donc on peut considérer I'application linéaire

L) — R
o: .
;e /X fdv



L’application ® est linéaire et continue. En effet, pour g € L?(u), on a

B(g)| = \ [aav
X
< /Igldv
X
< lgllzew) - Vv(X)
< lgllzze - Vv(X),

ou l'on a appliqué 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour obtenir la seconde inégalité.

Le théoréme de représentation de RIESz assure alors I'existence d'une fonction f € L?(u) C
LY(p) tel que

Vge L (pn) ®(9)=(f,9) 2

Autrement dit, pour tout g € L?(x) on a

/ngV=/ngdu-

Pour A€ A, comme p est finie, 14 € L?(p) donc on a en particulier

V(A):AlAdV:/XlA'de:[qfdM

Montrons maintenant que f est positive. On suppose par absurde que p({f <0})>0. Alors
il existe un entier ng tel que u({f < _ni}) > 0. On en déduit que :
0

v({f < ‘%})Z/{ﬁ%}”“ <8 g

Ceci contredit que la mesure v est positive. Ainsi, on a p({f <0})=0. De la méme maniére,
on peut montrer que u({f>1})=0, et on en déduit en fait que f est u-presque partout a
valeurs dans [0, 1].

Etape 2 : cas général.

On applique I'étape 1 aux mesures finies v et u+v. Il existe f € LY(u+v) avec f €10, 1]
(p + v)-presque partout, tel que

VAe A V(A):[L;fd(ﬂ—’—y)'

VAc A A(lff)dy:llfdu.

Notons N:={f=1}. Alors u(N) :/fdu:/ (1— f)dv=0, donc comme v < p, on en
N N
déduit v(N)=0. Pour A € A, on peut décomposer A=(ANN)U(ANNC), et on obtient

On a alors :

v(A) V(AﬂN)—i—V(AﬂNC)

v(
_ /41Nc — fdv

= [t




T ir 7 >0 p-presque partout car 1 — f >0 (u+v)-presque partout. Par ailleurs,
on a / edp=v(X)<oo donc p € LY(u) : ainsi ¢ vérifie la propriété 2. du théoréme.
X

avec @ :=1pe

e Etape 3 : unicité.

On suppose que f et g vérifient 2. On a

v({f>g)) = /{f> Fan

= / gdp
{f>g}

Alinsi, fxl{f>g}(f —g)dp=0: comme 1{s o1(f — g) est positive, elle est nulle p-presque
partout, donc p({f>g})=0. On obtient de méme que u({g> f1)=0, donc f= g u-presque
partout.

On traite & présent le cas ou v et u sont o-finies, en se ramenant au cas fini. On considére deux
partitions (Fy,)n>0 €t (Gn)n>0 de X constituées d’éléments de A vérifiant

VneN u(F,) <o et v(G,)<oo.

On pose alors, pour (k, ) € N?| By, ,:=FyNGy. Alors U E}, ¢ contient FyN U G¢=X, donc
(k,£)eNZ LEN
(Ek,e) (k,0)en> forme une partition de X, et on a v(Ey ¢) <v(Gy) < oo et pu(Ey ) < p(Fy) < oo.

Comme N? est dénombrable, on peut supposer que ces ensembles sont indexés par N : on les note
dorénavant (E,)nenN, et on pose, pour tout n €N, p, = pu(-NE,) et v, =v(-NE,).

Les mesures /i, et v, sont finies, donc d’aprés ce qui précéde, il existe f € L'(u,) telle que

VAe A u(AﬂEn):/fdun:/flEndu.
A A

On définit alors f:= Z fn1lg,. Alors d’apres le théoréme de convergence monotone, il vient
neN

Afdu = AanlEndu

n>0

/;E: 1Afﬁdﬂn

n>0

= Z/XlAfndMn

n>0
= Z v(ANE,)
n>0

= v(4).

L’unicité se prouve alors comme dans le cas ou ¢ et u sont finies. O



Application 3. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire réelle sur Q2. On
dit que la loi Px de X admet une densité par rapport a la mesure de LEBESGUE A sur R si on a
Px <.

Dans ce cas, la fonction de répartition Fx de X s’écrit
t
Fe)= [ fxla)dx).

d Px

N est la dérivée de RADON-NIKODYM de Px par rapport a A.

ou fx=

Remarque 4. Le résultat est faux si on ne suppose plus que p est o-finie.

Considérons I’espace mesurable ([0,1],5([0,1])) muni respectivement de la mesure de comptage m
et de la mesure de LEBESGUE A.

Pour A € B([0,1]), si m(A) =0, c’est que A=, et on a donc en particulier A\(A) =0. Ainsi, on a
bien A < m. Supposons qu’il existe f:IR — R borélienne vérifiant

VACB(R) A(A)= / fdm.
A

Comme \([0,1]) =1, f est m-intégrable. L’inégalité de MARKOV assure alors que D :={f >0} est
dénombrable : en effet, pour tout n>1, on a :

m({xE[O,l]: f(:v)>%}>§n S imees

Donc “D est un borélien de mesure de LEBESGUE A(°D) =1. Par ailleurs, on a :

/ fdm:/ flip—0ydm=0.
D [0,1]

Donc A(°D)=0 : on obtient une contradiction.



