P. MAURER
ENS RENNES
Recasages : 213, 222, 228.

Reéférence : Polycopié de J.Y. Chemin, M1 Paris VI « Bases d’analyse fonctionnelle ». A ce jour,
je n’ai pas trouvé de livre dans lequel le sujet est abordé de fagon assez élémentaire pour étre
présenté a l'oral.

Probléme de Dirichlet sur Hg(£2)

On rappelle le théoréme suivant, qui peut étre vu comme un cas particulier du théoréme de Lax-
Milgram :
Théoréme 1. Soit H un espace de Hilbert réel, et ¢ une forme linéaire continue sur H.

H —- R
Alors la fonction F'
u

1 9 est minorée, et il existe un unique v € H tel que
= sllulli = {6 u)

F(v):ulggF(u) et YheH (v,h)yg={( h).

Dans ce qui suit, £ désigne un ouvert borné de R%. On désigne par C$(€2) I'’ensemble des fonctions
de classe C! sur €2 et & support dans un compact de €.

Pour z € Q) et une fonction u € C1(€2), on note

Vu(z) =grad u(r) = (01 u(z),...,d04u(z)) € R

De plus, on note
d d
Vu@)2=5" 1;u @) et [ VulZae:= A Vu(@)2dz=3" A 9y u() 2 da.
j=1 j=1

On commence par introduire les notions de « quasi-dérivée » et I'espace H{(2). Ces notions sont &
mettre dans le plan et il est bon d’avoir une idée des démonstrations (qui ne sont pas trop difficiles
pour la plupart), mais ce serait bien trop long de tout démontrer dans le développement.

1 Quasi-dérivées et espace H(Q)

Définition 2. Soit u € L?(Q). On dit que u admet une quasi-dérivée partielle dans la direction j
si il existe C' >0 tel que

Vi €C5() <Clelee

[ u@oypta) s
Q
Proposition 3.

1. Siu€ L*(Q) admet une quasi dérivée-partielle dans la direction j, alors il existe une unique
fonction w9 € L2(Q) telle que

Yo eCl() Au(x) Ojp(x)de = fAu(j)(x) o(z)dx.



2. Si de plus u € C§(), alors u?) = d;u.
Démonstration.

¢
1. L’application <p»—>/ u(z)0; p(x) dx est linéaire et continue pour la norme ||-||zz.
Q

Comme C§(f2) est dense dans L?(9), ¢ se prolonge en une application { continue pour la
norme L2, et (L2 ||-||r2) est un espace de Hilbert. 11 suffit alors d’appliquer le théoréme de
représentation de Riesz.

On appelle alors quasi dérivée partielle de u dans la direction j I'applucation u'/) ainsi
obtenue.

2. Si ueC(Q), une intégration par parties donne

Vo eCs(Q) Au(:r) Ojp(z)de = 711(%“(%) p(x)de.
On a donc
Voeth) [ Bu@)—u @] p@)da = 0.

Par densité de L2(2) dans C(92), cette égalité reste vraie pour ¢ € L2(Q2). On en déduit que
[0;u —uP||22=0 donc v =9 u.

Dorénavent, on notera donc d;u la quasi-dérivée partielle de u dans la direction j. O

Définition 4. Soit Q un ouvert de R On désigne par HF(Q) Uespace des fonctions u € L*(Q)

telles qu’il existe une suite (un)nen de Cg(2) avec lim  |lu, —u||L2=0, et ou les suites (0jun)nen
S

sont de Cauchy dans L?. e

Proposition 5. Siuc H}(Q), alors u admet des quasi dérivées partielles dans toutes les directions.

Démonstration. Soit (un)nen une suite de fonctions avec  lim  ||up, —ul|r2=0, et ou les suites
n——+oo

(9; Un)nex sont de Cauchy dans L2 Comme L2(Q) est complet, il existe une fonction u'?) de

L3(Q) telle que  lim [|9ju, —u9)|L2=0. En particulier,on a lim (9;un, ») = (u9), ¢) pour tout
n—-+oo n— 400

€ L*(Q)!. Via une intégration par parties, on en déduit que

f/ﬂu(x) Oip(x)de = — lim [ un(z)0j0(z)dx

n—-+oo 9]

= lim Ojun(x) () dz

n—+oo J Q)

_ A W (@) o(x) da.

Ainsi, u admet une quasi-dérivée partielle dans la direction j et on a 89 u=u(7). O

1. En effet, la convergence en norme L? implique la convergence faible. Ce résultat se montre de fagon élémentaire
avec une inégalité triangulaire puis en utilisant Cauchy-Schwarz.



d 1/2

Proposition 6. Muni de la norme définie par N (u):=| ||u?2+ Z 10; w22 , Uespace H(S2)
j=1
est un espace de Hilbert.

Démonstration.

Il est facile de montrer que N est la norme associée au produit scalaire suivant sur Hg :

d
(u,v)pa:= Au(m)v(x) dx+z Aﬁju(x) O;v(z)dx.

Considérons une suite de Cauchy (u,)nen pour N d’éléments de H§(R), et (0jun)nen la suite
des quasi-dérivées d’ordre j. Remarquons que par définition de la norme N, les suites (un)neN €t
(0jun)nen sont alors de Cauchy pour la norme L2

Comme L?(Q) est complet, il existe des fonctions u et (u!)),< ;<4 telles que

im (up —ulpz= lm ||0ju, —uP|2=0. (%)
n— —+00 n— -+00

Par définition de H{ (), pour tout n € N*, il existe une fonction v, € Cj(Q2) telle que

1 1
lun —vnllL2<—= et ||0jun—0jvp|L2<—.
n n
On en déduit que

lim ||Jv, —u2=0 et lim [0v,—u)|=0.
n—-+oo n—-+00

Donc u € H§(Q) et ul) = 0;u. L’inégalité de Minkowski assure que

N(un—w) < lun—ullze+ 18 un— Byullze
e 0 d’aprés (*).

n—

O

2 Inégalité de Poincaré et résolution du probléme de Diri-
chlet

Le développement en lui-méme commence ici.

Soit f € L?(2). On considére la fonctionnelle :

Cé(Q) — R

F: 1 .
o IVl - [ f@)u)da

L’objectif est de trouver un minimum pour F, c’est-a-dire s’il existe une fonction u € C§(£2) telle que

F(u)= inf F(v).
vECH(Q)



Proposition 7. (Inégalité de Poincaré)

Il existe une constante C(Q2) >0 telle que

Vuels(Q) ulee < CQ)[[Vullg-.

Démonstration. Soit u € Cj(2). On note encore u 1'application définie sur R¢ qui vaut u sur €
et 0 sur R?\ . Alors u vérifie

V(z1,2") €Q u(zy,z’) = / O u(yr, x') dys.

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe une constante 6(2) > 0 telle que
—+oo
V(z1,2")€Q  |u(xy,z')]? < 5((2)/ |01 u(y1, 2")|? dy;.

— 00

Et donc en intégrant sur €2,

+oo
/|u(ac1,ac’)|2dac1dx' < (5((2)// |01 u(y1, 2")|>dyr dzy da’
Q QJ —oc0
< C(Q)/|81u(y1,x’)|2dy1d:c’.
Q
< C() [[Vu|pe
O
Corollaire 8. La norme définie sur Hg(Q) par lwllgg:=[IVullr2 est équivalente a N. En parti-

culier, lespace (H(Q), [-llzg) est un espace de Hilbert.

Démonstration.

Comme |[|u| gz < N(u), il suffit de montrer qu'il existe C' >0 tel que N (u) <C'- |u||gs. Par ailleurs,
on a N(u)?=||ul|}2+ ||Vu||?2 donc il suffit de trouver C tel que ||u||r2 < C || Vul|zz.

Soit u€ H§(Q) et (un)nen une suite de C3(2) telle que  lim  |ju, —ullp2= lim ||0ju,—jullz2=0.
n—-+oo n— 400
Alors pour tout j €[1,d]] et n € N, I'inégalité de Poincaré assure que
[unllLz < C(Q) [[VunlL2.
Par passage a la limite quand n— 400 (la norme étant continue), on obtient
[ull2 < CQ) [[VulLe.

Ceci étant vrai pour tout u € Hg(Q), on en déduit le résultat. a

Théoréme 9. (Résolution du probleme de Dirichlet)

e La fonctionnelle F est minorée sur C3(S2). Elle se prolonge contintiment a l’espace Hg ()
tout entier et on a

inf F(v)= inf F(v).
vECHQ) veH(R)



o Cet infimum est atteint en un unique point u sur Hg(Q), qui vérifie
VUEH(%(Q) <U7U>H&:<faU>L2-

Démonstration.
Etape 1 : Montrons que F est minorée sur C3(£2).

D’aprés l'inégalité de Poincaré, on a, pour u € Cj(Q2) :

Fw = 5IVula~ [ j@)u(e) do

v

1
Sl VulEe = I1f 1z lullzs

1
5 IVullZe = C@Q)IIf o2 | Vull2

Y

= %(IIVuHé —C@[If172)* = C? | £ =

On en déduit que F' est minorée sur C(92).

Etape 2 : Montrons que F se prolonge continiiment & l’espace H{ ().

On sait que Cj(f2) est dense dans L2(92), donc a fortiori dans H{(£2). On va montrer que F est
uniformément continue par rapport a la norme ||| .

Soit ug € C§(2) et e >0 fixés. Donnons nous u € C(Q) tel que ||[Vu — Vugllzz <6 avec § >0 a
déterminer. On a alors

|F(uo) — F(u)]

sVl 3IVulfe+ [ f@ut@) do— [ 1) uta) do

IN

1
3 UIVuollez + [[Vallz2) ([|Vuolle — |V ullz2) + | fllz2 [lu — uol -

L’inégalité de Poincaré assure que ||u — upl|r2 < C(2) | Vug — Vu||2. Par ailleurs, par (la seconde)
inégalité triangulaire, on a

[Vuollz = [[Vullzz < [[Vuo— Vul|Le,
et de plus, ||Vul|p2+ ||Vuollp2 < [|[Vu — Vug|lp2 + 2 || Vuo|lp2 < ||Vu — Vugl|r2+  sup  ||[Vo|p2. 2

veCh(Q)
On en déduit que

[F(uo) = F(w)| < (6+2[[Vuollz2) 6 + [ fl2 .
vECH()

continuité de F' entre les espaces (Cg(9), [|-||lgz) et (R, ]|-]). Notons que § est choisi indépendament
de ug, donc F' est en fait uniformément continue.

Aussi, en choisissant 6 = d(e) tel que (5 +2 sup |VU|L2> 0+ || fllr20 <e, on en déduit la

Le théoréme de prolongement des applications uniformément continues sur une partie dense permet
alors de prolonger F' en une fonction uniformément continue sur H} ().

2. Rappelons que les fonctions de C&(Q) sont toutes & support inclu dans €2, donc il en va de méme de leurs dérivées

partielles en toute direction j € [1,d]. Ceci justifie que sup ||Vv]||p2 est fini.
vECH)



Etape 3 : Montrons que inf F(v)= inf F(v).
vECH(Q) vEH()

Notons m= inf . On a C§(Q)C H§(Q), donc m > inf F(v).
vECH() vEH()

Soit u € HF(2), et (un)nen une suite de C§($2) telle que ||, — uHL2nH—+>OOO et ||0jun, — ajtunH—lmO.

Par définition, pour tout n € N, on a F(u,)>m, donc
”vun”L2 - <u'm f>L2 Z m
Comme la norme est continue et que la convergence L? implique la convergence faible, on peut

passer a la limite quand n— 400 dans I'inégalité ci-dessus. On en déduit que || Vu||p2— (u, f)r2>m,

donc F(u) >m. Ceci étant vrai pour tout u € Hj(£), il vient inf F(v) >m.
vEHg(2)

Etape 4 : Résolution du probléme.

Comme (H3(Q), ||| mg) est un espace de Hilbert, le théoréme 1 rappelé en préliminaires permet
d’affirmer que m est atteint en un unique point u sur Hg(£2), qui vérifie

Vv € H(Q) (u,v)ga=(f,v)re O
Remarque 10. La solution u trouvée vérifie donc en particulier, pour toute fonction ¢ € C3(Q) :
d
Z /6j u(z) 9jp(x)de = /f(ac) o(x) dz.
i=1 7/ Q

En intégrant par partie, on obtient

- [wle) Ap@yaz = [ f(a) pla) da.

Ceci montre que u est solution du probléme « Au= f », ou I’égalité est vue au sens des distributions.
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