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Théoréme du point fixe de Markov-Kakutani

La démonstration du théoréme principal de ce développement nécessite deux résultats, qui seront
admis. On commence par les rappeler.

Théoréme 1. (d’Ascoli)

Soit (K ,d) un espace métrique compact, et (E,d’) un espace métrique. Une partie A de C(K,E)
est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, i.e
Ve>0 36>0 Vae,yecK VacA d(z,y)<d = d'(a(x),a(y))<e.

2. L’ensemble {a(x) : a€ A} est relativement compact.

Remarque 2. Dans le théoréme d’Ascoli, on peut remplacer les conditions « relativement com-
pact » par compact.

En fait, on utilise seulement le sens direct dans ce développement, qui est le plus simple & prouver.

Théoréme 3. (de Carathéodory)

Soit € un espace affine de dimension finie, d’espace vectoriel associé E et ACE, avec A+ @. Tout
élément de ’enveloppe convere Conv(A) de A s’écrit comme combinaison conveze de N +1 points

de A, ou N +1=dim(FE).
Le résultat du développement est le suivant.

Théoréme 4. Soit (E,||-||) un espace euclidien de dimension N € IN*, et G un sous-groupe compact
de GL(E).

On se donne K une partie convere compacte de E et on suppose que K est stable par tous les
éléments de G. Alors il existe x € K tel que pour tout g € G, on ait g(x) =x. Autrement dit, G
posséde un point five dans K.

Démonstration.

Remarquons que le résultat est vrai si K est réduit & un point x € E : puisque K est stable par G,
on a bien Vg€ G g(z)=z. On supposera dans la suite que K contient au moins deux points.

Comme G C C(K, E)! est compact, le théoréme d’Ascoli affirme qu’en particulier, G est uniformé-
ment équicontinue, c’est-a-dire que

Ve>0 3a>0 Vr,yeK VgelG |z—vy|[<a= |g(z)—g(y)|<e. ()

1. On rappelle que les applications linéaires entre des espaces vectoriels de dimension finie sont toujours continues.



Pour z € K, on pose D(z)= sup |lg(z)—g'(z)] : c’est le diametre de l'orbite de x sous 'action
g9,9'€G
de G.

Etape 1 : Montrons qu'il existe A C K non vide, stable par G tel que §(A) < (K).

Soit € > 0. Comme K est compact non vide, on peut le recouvrir par un nombre fini n € N* de
boules ouvertes B(c;, ) ot ¢, ..., € K et a est une constante d’équicontinuité pour G. Donc

n
KcC U B(ci, o).
i=1
Pour c€ K et g€ G, il existe donc i € [1,n] tel que g~!(c) € B(ci, ), et on a alors
lle—g(c)l <e.

% Alors x € K par convexité, et pour tout c€ K et g€ G, on a

Posons x =

c—gler) +---+c—glen)

<« le=gle)l+---+lle=g(gnll
- n

lle —g(2)]l

D’aprés ce qu’il précede, il existe i € [1,n] tel que ||c — g(¢;)|| <&, et pour j € [1,n] distinct de 4,
on a |lc—g(¢)| <I(K) car g(c;) € K (rappelons que par hypothése, K est stable par G).

11 vient que |lc — g()]| S%. Ainsi, pour g, g’ € G, en prenant € < 4(C) et c= g’'(z),
on a
n—1)6(K)+e
lg'(z) — g(a)] < (LA EeE
Donc

D(x) =supllg'(z) — g(z)[| < $(K).

9,9

En notant A={g(z) : g€ G}, on a donc §(A) =D(z) <(K), et A est stable par G de par sa
définition.

Etape 2 : Montrons qu'il existe ¢g € K tel que D(cp) =min D(c).
ceK

On se donne £ >0. Comme G est équicontinu, il existe a> 0 tel que (x) soit vérifie. Pour z,y € K
tels que ||z —y|| <a et g, g’ € G, on a par inégalité triangulaire :

lg(z) = g"(@)| < llg(z) — gl +9(y) — g" (W +g'(y) — g'(@)]]
D’ou

lg(@) =g'@ll = sup_llgly) = g'(y)ll +2e.

Ceci étant vrai pour tout g, ¢’ € G, un passage a la borne supérieure donne

D(z) < D(y) 4+ 2e.



Par symétrie des roles de = et de y, on en déduit également que D(y) < D(z) + 2¢, d’on

|D(z) — D(y)| < 2e.

Ceci montre en particulier que D est continue sur K. Comme K est compact, elle est bornée et
atteint ses bornes, donc il existe ¢o € K tel que D(¢p) =min D(c).
ceK

Etape 3 : Montrons que ¢g est un point fixe de G.

On raisonne par l'absurde en supposant que ¢y n’est pas un point fixe de G, et on note

K =Conv({g(co) : g€G}),

de sorte que K est I’enveloppe convexe? de 1'orbite de ¢y dans G.

Montrons que K est compact.

D’aprés le théoreme d’Ascoli, C={g(co) : g € G} est un compact. Posons
E:={(tr,.. ., tny) €0, 1Nty 4+ 4ty =1}

ExCNH1 — K
(tl, ey tN+1, Al, ceey AN+1) — tl Al + cee +tN+1 AN+1
continue car polynomiale, et d’aprés le théoréme de Carathéodory, on a f(€ x CN+1) =K.

. La fonction f est

On définit f: {

Par ailleurs, £ est compact en tant que fermé dans un compact, et C est compact. Donc K
est un compact comme image continue d’un compact.
Montrons que 6(K) = D(co).
Remarquons que D(cp) =06(C). Il suffit de vérifier que §(K)=46(C). Comme C C Conv(C) =K,
on a déja §(C) <H(K).
Soit M € K. D’aprés le théoréme de Carathéodory, on peut écrire M =t A1+ +tn+1 AN +1
n
avec Ay,...,An11€C et t1,...,tr11>0 sont tels que Z t;i=1. Pour N €C, on a alors
i=1

IM=N|| < tflAi= N+ +tysr [Avs1 - N]
5(C) (t1+ -+ +tn41)
4(C).

IAIA

Ainsi, la distance d’un point quelconque de A & un point quelconque de K est inférieure a
4(C). On en déduit que pour P €K,

M — P t1||Ar— Pl + - +iny1 |[[Avg1 — Pl
6(C)(t1+ - +in+1)

= §(C).

IA A

Par passage a la borne supérieure, il s’en suit que §(K) <46(C).

Finalement, K est un convexe compact qui posséde au moins deux éléments (car on a supposé que
co n’était pas un point fixe de G), et (K) = D(co).

D’apreés l'étape 1, il existe A C K non vide, invariante par G telle que §(A4) < §(K). Mais pour un
certain x € A, on a D(z)=0(A) par construction de A. On en déduit que D(x) < D(cp), ce qui
contredit ’hypothése de minimalité. O

2. On rappelle que 'enveloppe convexe d’une partie X de E est définie comme le plus petit convexe de E qui contient

X.



