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Morphismes de S1 vers GLn(R)

Théorème 1. Soit ': (S1;�)! (GLn(R);�) un morphisme de groupes continu. Il existe Q 2
GLn(R), r 2N, k1; : : : ; kr2Z� tels que :

8t2R '(eit)=Q
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Où les matrices Rtki sont des matrices de rotation : R�=
�

cos � ¡sin �
sin � cos �

�
pour � 2R.

Démonstration.

B Analyse

� Etape 1. Relèvement : L'application  : t 7!'(eit) est dérivable. Posons F :x 7!
Z
0

x

 (t)dt.

Comme  est continue, F est de classe C1 sur R. En particulier, F 0(0)= In. Ainsi :

F (t)
t

= F (t)¡F (0)
t¡ 0 !

t!0
In

Puisque GLn(R) est ouvert, il existe � > 0 tel que
1
t
F (t)2GLn(R) pour jtj<�. En parti-

culier, on a F (�/2)2GLn(R). En intégrant la relation  (x+ t)=  (x)  (t) pour x; t2R,
on obtient : Z

0

�/2

 (x+ t) dt =  (x)
Z
0

�/2

 (t) dt

(F (�/2+x)¡F (x))F (�/2)¡1 =  (x)

En particulier,  est dérivable sur R par théorème fondamental de l'intégration. En déri-
vant la relation précédente, il vient alors  0(x+ t) =  (x)  0(t), d'où pour t= 0,  0(x) =
 (x) 0(0). On obtient une équation différentielle du premier ordre, d'où  (t)= (0)et 

0(0)=
etA, en posant A :=  0(0).

� Etape 4. A est diagonalisable : Comme  est 2�-périodique, A vérifie :

e(2�+t)A= e2�A () e2�A= In

On en déduit que Sp(e2�A)= fe2�� : �2 Sp(A)g= f1g, donc Sp(A)� iZ.
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Ecrivons la décomposition de Dunford A=D+N de A, avec D diagonalisable et N nilpo-
tante. D a les mêmes valeurs propres que A, en particulier e2�D a les mêmes valeurs propres
que e2�A= In, donc e2�D= In, l'exponentielle étant stable par similitude.

Comme D et N commutent, on a donc e2�N e2�D = e2�A, on en déduit que e2�N = In.
Supposons par l'absurde que N =/ 0. Comme N est nilpotente, on a KerN =/ KerN2 : en
particulier, il existe X 2KerN2nKerN . Pour ce X, on a e2�NX = InX +2�NX =/ X, ce
qui contredit que e2�N =1. Finalement, N =0 donc A=D est diagonalisable.

� Etape 5. Conclusion : A est diagonalisable dans C. De plus, comme A est réelle, ses
valeurs propres non nulles sont conjuguées dans iZ. Donc il existe k1; : : : ; kr 2Z� et P 2
GLn(C) tels que A=P diag(ik1;¡ik1; : : : ; ikr;¡ikr; 0; : : : ; 0)P¡1. D'où :

etA = P
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Où P 2GLn(C) ne dépend pas de t. Par ailleurs,
 
ei� 0

0 e¡i�

!
=
�
¡i 1
1 ¡i

�
R�

�
¡i 1
1 ¡i

�¡1
,

donc il existe Q2GLn(C) tel que etA=B :=QDiag(Rtk1; : : : ; Rtkr; 1; : : : ; 1)Q¡1. Comme
les deux matrices sont réelles, on peut choisir Q2GLn(R)1

B Synthèse

� Soit ':S1!GLn(R) défini par '(eit)=QDiag(Rtk1; : : : ; Rtkr; 1; : : : ; 1)Q¡1.

L'application est bien définie, car pour k2Z, Rtk ne dépend que de t modulo 2�. C'est un
morphisme de groupes, car R(t+t0)k=RtkRt0k. Montrons qu'il est continu.

En appliquant l'inégalité des accroissements finis entre t et t 0, il vient :

jekit¡ ekit 0j � jk j jeit¡ eit 0j

On a jeikt¡ eikt 0j= jcos(kt) + i sin(kt)¡ (cos(kt 0) + i sin(kt 0))j � jcos(kt)¡ cos(kt 0)j, et de
même, jsin(kt)¡ sin (kt 0)j � jeikt¡ eikt0j. On en déduit la continuité de Rtk par rapport à
t, et a fortiori de ' par rapport à t. �

1. Donnons une preuve de cette af: écrivons Q=Q1+ iQ2. On a etA(Q1+ iQ2)= (Q1+ iQ2)B, donc etAQ1=Q1B
et etAQ2=Q2B. Le polynôme P (X)=det(Q1+xQ2) n'est pas nul car P (i)=det(Q)=/ 0. On en déduit qu'il existe
x2R tel que P (x)=/ 0, donc Q1+xQ2 est inversible. On a alors :

etA(Q1+xQ2)= (Q1+xQ2)B =) etA=(Q1+xQ2)B(Q1+xQ2)
¡1
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