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Recasages : 181, 208, 253.

Référence : Rouviére, Petit guide du calcul différentiel (pour le lemme surtout).

Inspiré du travail de Théo Pierron.

Théorémes de Hahn-Banach en dimension finie

Le développement est constitué d'un lemme sur la jauge d’un ouvert connexe, du théoréme de
Hahn-Banach analytique et de sa version géométrique.

Dans la legon 181, on insistera sur la preuve du lemme et de la version géométrique en allant
vite (voire en admettant) la version analytique. A 'inverse, dans les lecons 208 et 253, on pourra
admettre le lemme et se concentrer sur les deux théorémes de Hahn-Banach.

On se donne (F, ||-]|) un espace vectoriel normé sur R, de dimension finie n € N*.

Définition 1.

Soit C un ouvert convere de E contenant zéro. On définit la jauge de C comme application

. EF — R+
T s — inf{A>0: zeAC}"

Lemme 2. La jauge de C est bien définie sur E. FElle vérifie les propriétés suivantes, pour x ety
des vecteurs de E :

1. C={x€F: jo(x)<1},

2.Vu>0 jo(px)=pjo(x), (jo est positivement homogene)

3. AIM>0,Yee E 0<jo(z)<M |z|,

4. jolz+y) < jo(z)+ jo(y). (jo est sous-additive)

Démonstration.

Comme C est un ouvert contenant zéro, il existe r >0 tel que B(0,r) CC. Aussi, pour z € E et
A >@, on a H%H <r donc z € AC. On en déduit que I(z):={A>0: z€AC} est non vide, donc

il admet une borne inférieure.

1. Comme C est ouvert, I(x) est un ouvert de ]0, +oo[. En effet, c’est 'image réciproque de C

par I’application continue A e de ]0, 400 dans FE.

Par ailleurs, I(x) est une demi-droite. En effet, pour A€ I(x) et u> X, on a

1, _ (A).lx
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On en déduit que I(x) est de la forme ]jo(x), +o00[. Par définition de I(x), x appartient a
C si et seulement si 1 € I(x), c’est-a-dire si et seulement si 1 > jo(x). On a donc bien

C={z€E: jo(z)<1}.

2. Soit p>0. Montrons que jo(ux)= pjc(x).

° |]c(,LLIE) > pjo(z). |

Soit A€ I(ux). Alors MT:E €C, donc %E I(x), donc % > jo(x). Par passage a la borne

inférieure, on en déduit que jo(pux) > pjc(x).

o jc(pr) < pjo(). |

Soit A € I(z). Alors %EC donc %EC donc pA € I(ux), donc pX > jo(pz). Par

passage a la borne inférieure, on en déduit que pjco(x) > jo(px).
3. Montrons qu’il existe M >0tel que Ve € E  0< jo(x) < M ||x||. Ce résultat est trivial pour
=0, on suppose donc z non nul.
On se donne r >0 tel que B(0,7) CC. Pour x>0 et c€]0,7[, on a

r—e

-x € C.
|l

[l

Donc par définition de la jauge, jo(z) < .

( . Par passage a la limite quand € — 0, on en
déduit que jo(z) S? [|]]-

4. Soit z,y € E, et ¢ >0. Par caractérisation de la borne inférieure, il existe Ay, Ay, >0 tels que

iGC, Yecet Az <jo(z)+e, A\y<joly)+e.
Az Ay

On pose alors :

= A T e T,
Aetdy A Aoty Ay

_ aty

PV

Alors comme z €C, on a jo(z) <1 d’aprés 1, donc par homogénéité, on a

Je(z +y)
—Ax+>\y <1.

I s’en suit que jo(z + y) < Az + Ay < je(x) + je(y) + 2¢. Ceci étant vrai pour tout ¢ >0, il
vient :

jelx+y) < jo(z)+ jo(y).



Théoréme 3. (Hahn-Banach, forme analytique)

Soit p: E— R positivement homogéne et sous-additive. Soit G un sous-espace vectoriel de E et g
une forme linéaire sur G telle que g < p.

Alors il existe une forme linéaire f sur E telle que flg=g et f <p sur E.

Démonstration.

Etape 1 : On se donne F' C E un sous-espace vectoriel de dimension maximum pour lequel il existe
une forme linéaire f: F'— R vérifiant fig=g et f <psur F. On suppose par I'absurde que F' C E.

Donnouns nous un vecteur xg € E'\ F' et posons alors, pour o =«a(zg) €R,

f' f7@”R$0 — R
N\ z+tzy — flx)+ta’

Il est clair que fojg=g. L’objectif est donc de trouver un paramétre o € R tel que fo <p, c’est-
a-dire tel que

VeeF VteR f(x)+ta < plz+tzo). (x)

Etape 2 : Montrons qu’il suffit de prendre « vérifiant
1. VeeF VteR f(z)+a < plz+ o),
2. VeeF VteR f(z)—a < p(z — o).

Supposons ces deux conditions réunies. On a alors

VE>0 f(z)+ta = t(f(%)Jra)
‘o3 n)

= p(z+txg),

et de méme,

Vi<0 f(z)+ta = —t(f(it)—a)

< o(o(Zm)

= plz+txg),

ou l'on a utilisé dans ces deux calculs la positive homogénéité de p, étant donné que dans le premier
cas, t >0 et dans le second, —t > 0. Par ailleurs, lorsque t =0, I'inégalité (x) s’écrit simplement
f(x) <p(zx), ce qui est toujours vrai pour x € F par hypothése sur F.

Remarquons alors que « vérifie les conditions 1 et 2 si et seulement si on a

s:=sup (f(y) —p(y —x0)) <a < inf (p(y +z0) — f(y)) :=1.
yeF yeFr

Pour qu’un tel « existe, il suffit que le segment [s, i] soit non vide, donc que l'on ait s <i.

Etape 3 : Montrons que s <z1.



On va utiliser la sous-additivité de p. Pour x,y € F', on a en effet

f@)+fly) = fz+y)
p(z+y)

p(x +x0) + p(y — o).

INIA

Aussi, il vient
f(@)+ f(y) < plo+y) < p@+x0) + p(y — 20),

donc pour tout z,y € F,

f(y) = ply—z0) < plx+y) —p(y —20) — f(x) < pla+20) — f(2).

Par passage a la borne supérieure, on en déduit que

VzeF sgg(f(y)—p(y—fco)) < plz+z0) — f(2),

puis par passage a la borne inférieure,

sup f(y) —p(y —z0) < inf p(z+x0) — f(2),
yEeF zEF
ce qui conclut que s <i.

Etape 4 : Conclusion.

Ainsi, on peut choisir a € [s, ], et f, est une forme linéaire sur ' & Rxq qui vérifie fojg=get fo<p
sur F @ Rxo. Comme z¢ F', on a dim(F @& Rzg) > dim(F'), et ceci contredit la maximalité de F.

O

Définition 4. Soit ¢ une forme linéaire sur E. On appelle hyperplan affine de E tout ensemble
H de la forme H=Xer(p —c), ot c est un réel quelconque.

H est alors un espace affine dirigé par Uhyperplan vectoriel Ker(yp).

Définition 5.
Soit H un hyperplan affine de E. On se donne ¢ € E* et c€R tels que H=XKer(p —c).

e  On appelle les demi-espaces limités par H les deux ensembles
Ei={zeFE: ¢p(x)<c} et Ey={xcE: p(x)>c}.

e Ftant donné A et B deux parties de E, on dit que H sépare A et B si AC E1 et BC Es ou
ACE; et BCFE;.

Lemme 6. Soit C' un convexe ouvert de E non vide et xo € E\C. Alors il existe un hyperplan
affine H de E séparant {z¢} et C.

Démonstration.

Quitte & considérer C'=C —x et {xg—x} ot z € C, on peut considérer que 0 € C. On pose

'{R.’Eo — R

trg +— t



Comme z¢ ¢ C, la jauge jo de C vérifie jo(xzo) > 1= g(xo), donc pour tout ¢t >0, on a

g(txo) < je(txo).
Par ailleurs, pour ¢t <0, on a g(tzg) =t <0< jo(tzo), donc on a bien g < jo. D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach analytique, il existe une forme linéaire f sur E telle que fir.,=g et f <p.

On a alors f(zg) = g(xo) =1 et pour tout z € C, f(z)<jc(z)=1, donc en notant F1={r € E :
flx)<1} et Es={zxe€FE: f(z)>1} on a {xo} C Es et C C E;. Ceci montre que ’hyperplan
affine H =Ker(f — 1) sépare {z} et C.

O

Théoréme 7. (Hahn-Banach, forme géométrique)

Soit A et B deux convexes de E disjoints et non vides. Si A est ouvert, il existe un hyperplan affine
H qui sépare A et B.

Démonstration. On pose C=A—-B={x—y: 2 €A, ye B}.

Alors C est un convexe de F, et comme ANB=¢, on a 0¢ C. Par ailleurs, C peut s’écrire sous
la forme

C= U A—y,

yeEB

ot les ensembles A — y sont ouverts puisque A est ouvert. Aussi, C' est un ouvert en tant que réunion
d’ouverts. D’aprés le lemme 6, il existe un hyperplan affine H =Ker(f — ¢) qui sépare {0} et C.

Posons Ey={z€FE: f(zx)<c} et Ex={x€F: f(x)>c}. Par symétrie, on peut supposer que
C CE; et {0} CEy. On aalors f(0) >¢, donc 0> ¢, et pour tout . € C, f(x)<ec.

Aussi, il vient que f(x) <0 pour tout = € C, donc pour z € A et y € B, on a, par définition de C :

fl—y)<0 donc  f(z)< f(y)

En passant a la borne supérieure puis a la borne inférieure, on en déduit que

s:=sup f(x) < inf f(y):=i.
TEA yeB

Donc il existe « € [s,]. L’hyperplan affine H'=Ker(f — «) sépare donc A et B. a



