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Théoréeme de Glivenko-Cantelli

On se donne (2, F,P) un espace probabilisé.

Lemme 1. (Second théoréme de Dini).

Soit [a,b] un intervalle fermé de R, (fn)nen une suite de fonctions fn:[a,b] — R croissantes. On
suppose que (fn)neN converge simplement vers une fonction f:la,b] =R continue. Alors (fn)nen
converge uniformément vers f.

Démonstration. Soit £ >0. Comme f est continue sur le compact [a,b], elle y est uniformément
continue par théoréme de Heine. Il existe donc § >0 tel que pour tout z, y € [a, b], si |[x — y| <4,

alors | f(z) — f(y)| <e.

On se donne une subdivision (z;)i<i<m avec a=xz1 < --- <zpm=>bde pas n=37/2, et x € [a,b]. Il
existe donc ¢ € [1,m — 1] tel que z; <z <x;4+1. Pour n € N, une inégalité triangulaire donne

|fn(@) = (@) < [fal@) = ful@i)l + [ falzi) = fl2a)| + | f () = f(2)].
En notant N € N un entier tel que | f,(z;) — f(2;)| <& dés que n > N, on a donc

V>N |folz) = f(2)] < falz) = falw:) +2¢
< fa(@ipr) = falzs) +2¢

fo(@iv1) = f(migr) + f(ziva) — (@) + fz) — falxi) + 26

Reste a choisir un Ny > N tel que |fn(2i+1) — f(zi41)| <& quand n > Ny, et on obtient
Yn>Ny | fo(x) = flz)] < be.

Donc pour n > Ny, on a sup |fn(z)— f(x)| <5e, ce qui conclut la preuve. O
z€[a,b]

Théoréme 2. (Glivenko-Cantelli).

Soit (Xp)nen une suite de variables réelles aléatoires indépendantes, de méme loi. On note F la
fonction de répartition commune des X, et, pour n € N*, F,, la fonction de répartition empirique
de X,, c’est-a-dire :

1 n
ViER YweQ Fu(z)w):=—3 Lxiw)<a}
k=1



Alors, IP-presque sirement, F, converge uniformément vers F, c’est-a-dire :

P-p.s
sup|Fy(z) ~ F(z)] "%
z€R n—aee

Démonstration.

L’idée générale est d’utiliser le second théoréme de Dini et la croissance des F;, pour conclure. Il
y a trois probléme a régler :

e Les F), sont définies sur R et non pas sur un compact.
e La fonction F', a priori, n’est pas continue.
e Il faut intégrer les questions de théorie de la mesure pour avoir une convergence presque sire.

Etape 1 : On va utiliser la fonction quantile pour résoudre les deux premiers problémes.
Si X est une variable aléatoire réelle, on rappelle que sa fonction quantile est définie sur [0, 1] par
Fx(u)=inf{x € R : Fx(z)>u}. On va démontrer que :

1. On a Fx (u) <z <= u < Fx(x).

2. Si U~U([0,1]), alors la variable aléatoire Fx (U) suit la méme loi que X.
1. - Sl F5(u) <z, il existe y <z tel que Fx(y) > u. Par croissance de Fx, On en déduit
Fx(z) > Fx(y )ZU-
Si u < Fx(z), alors z € {r € R : Fx(z)>u} donc x < Fx (u) par définition de la borne

inférieure.

2. Soit U ~U([0,1]). D’aprés le point 1, pour tout z € R on a Fi (U) <z <= U < Fx(z). On en
déduit que P(Fx (U) <z)=P(U < Fx(z)) = Fx(z), donc Fx (U) et X ont la méme loi.

Etape 2 : On se raméne a montrer le théoréme sur des variables uniformes sur [0, 1].

Supposons le théoréme prouvé pour une suite (U,)nen de variables i.i.d de loi U4([0, 1]). On se
donne F' une fonction de répartition quelconque, et pour tout n € N, on pose X,, = F(U,).

Alors les variables (X,,),en ont pour fonction de répartition commune F d’aprés ce qui précéde,
et de plus, on a, pour n>1:

n

1
sup|Fo(z) = F(z)| = sup|=Y " 1ip(w,)<a) — F(2)
z€R zeR|

n

1
—>_ Lu.<r@) — F(2)

= sup
zeR k=1

< sup Ly, <sy— s
sef0,1]| T Z t o}

Comme s+ s est la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0,1], on en déduit alors que P-

Z Liv,<sy—s|

presque sfirement, on a sup

— 0, et donc sup|Fy(z)— F(z)] — 0.
s€f0,1]| ™ — oo

zeR n—+oo




Etape 3 : On prouve le théoréme pour une suite de variables uniformes sur [0, 1].

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d de loi uniforme sur [0, 1]. D’aprés la loi forte
des grands nombres, pour tout s € [0, 1], il existe N, € F tel que IP(N;) =0 et pour tout w € X \ N,

1 n
> Lwwssy , . PUnw)<5)

n— —+oo
k=1
= s
Cela est en particulier vrai pour s € [0,1] N @Q, et on pose ainsi N = U N;. Cette union
s€1[0,1]1NQ
étant dénombrable, N vérifie P(N) < Z P(N;) <0, donc P(N)=0. Par ailleurs, pour tout
s€[0,1]NQ
1 n
weX\N,onawe ﬂ X \ Ny donc EZ 1{U"(“’)55}nﬂ_+)oos'
s€[0,1]NQ k=1

Donnons nous un réel s €]0,1[ et € > 0. Par densité de |0, 1[N Q dans ]0, 1[, on peut trouver deux
rationnels p, ¢ €10, 1[NQ tels que s—e <p<s<g<s+e.

Par croissance de F, :%Z 10, <s), on a Fu(p) < Fy(s) < Fp(q). Aussi, pour we X \N, il vient
k=1

Fa(p)(w) < Fa(s)(w) < Fr(g)(w).

Donc s —e < p <limsup F,(s)(w) et liminf F,,(s)(w) < g < s+e. Ceci étant vrai pour tout € >0,
n

n
on en déduit que limsup F,(s)(w)=s, et ce pour tout w € X \N.

n

Fixons un w € X \\W. La suite de fonctions (F,(-)(w)), converge simplement vers s — s, qui est

continue sur le compact [0, 1]. D’aprés le second théoréme de Dini, on en déduit que (F,(-)(w))n

converge uniformément vers s+— s, donc sup |Fj,(s)(w) — s] = 0. Ceci étant vrai pour tout
s€[0,1] n—eo

w€ X \N, on en déduit que sup |Fy,(s)— s| converge IP-presque stirement vers zéro, ce qui termine

s€[0,1]
la preuve du théoréme. O



