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Sujet de I’épreuve de Maths 2 du concours HEC, option économique, session 2004 pour ’application
(essentiellement la partie II).

Fonction génératrice d’une variable aléatoire et
moments

Dans tout ce qui suit, X est une variable aléatoire discréte, & valeurs dans IN. Commengons par
quelques brefs rappels sur les fonctions génératrices :

Définition 1. On définit la fonction (ou série) génératrice de X comme la série entiére Gx(t):=

> P(X =k)t*.

k>0

Proposition 2. Le rayon de convergence R de la série entiere Gx(t) est supérieur ou égal a 1.
La fonction t— E[tX] est bien définie et a valeurs finies pour t €]—R, R[U{—1,1}, et vérifie alors
E[tX]=Gx(t).

Démonstration.

—+oo
Pour t € [~1,1], on a |P(X =k) tF|<P(X =k) et Z P(X =k)=1, donc la série Gx(t) converge

. k=0
absolument. On en déduit que R >1.

+oo

Le théoréme de transfert donne E[tX]= Z P(X =k)t* pour tout ¢ tel que la série Z P(X =k)tk
k=0 k>0

converge, donc en particulier sur |—R, R[U{—1,1} d’apreés ce qui précede. |

Proposition 3.
1. La fonction génératrice de X sur [—1,1] détermine entierement la loi de X.

2. Si X etY sont indépendantes, alors Gx 1y =Gx Gy.

Démonstration.

1. La série entiére Gx est dérivable sur le disque ouvert D(0, R), donc en particulier sur |—1, 1]

_ G

et on a P(X =n) ]

pour tout n € N.



2. Soit X,Y deux variables indépendantes & valeurs dans IN. On calcule

Gxiy(t) = Z ]P(X-FYZki)tk

k>0

= IP(U {YE}ﬂ{XkK})tk
k>0 >0

= (Z ]P(Y:E)]P(sz—é))tk
k>0 \ £>0

= (Z P(Y:k)tk><z ]P(X:k:)tk>

k>0 k>0
= Gx(t)Gy(t).

O

Théoréme 4. La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si Gx est dérivable a
gauche au point 1, et dans ce cas, on a E[X]=G%(1).

Démonstration.

On suppose que X est d’espérance finie. Alors la série
tout z € [-1,1[, on a

n>1MP(X =n) converge, et pour

Gx(l‘)—Gx(l) . Jio ]P(X—n) " —1

x—1 o

n=1

+oo
= > P(X=n)(1+--+z"7").

Par ailleurs, on a P(X =n)(1+---+2""!) — nP(X =n), et la domination

rz—1"
IP(X=n)(1+---+2" 1) <nP(X =n),

ou nlP(X =n) € L'(m), avec m la mesure de comptage sur N. Le théoréme de convergence dominée
donne alors

ti GXE=Cx() _ 5™ iy

z—1— r—1
n=1

= E[X].
On en déduit que Gx est dérivable en 1 & gauche et que Gx (1) =E[X].

Réciproquement, supposons que Gx soit dérivable en 1 & gauche.

La fonction Gx est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[, donc d’aprés le théoréme des accrois-
sements finis, pour tout  €]0, 1], il existe s €]z, 1] tel que

Gx(r) —Gx(1)

r—1

= Gk(s).

Gx(l‘) —Gx(1
rz—1
sur 'intervalle [0, 1[. On en déduit que S est fini.

Comme la fonction s+— Gk (s) =" . nP(X =n)s" ! est croissante, elle admet une limite S € R,.
)
-

Par ailleurs, on a = GX (1) donc en particulier, la fonction ¢ +— G%(t) est majorée



Par croissance de t— G%(t), on a G%(t) < S pour tout t € [0, 1[. Comme les coeflicients de G%(t)
sont positifs, pour tout N € N* on a donc

N
ZnIP(X:n)t”’l < S
n=1

Par passage a la limite quand ¢ — 17, on en déduit que

N
Y nP(X=n) < S.

n=1

N
Aussi, la suite (Z nP(X = n)) est croissante et majorée donc converge. On en déduit
n=1 N>1
que X admet une espérance, et le travail effectué pour 'implication directe montre qu’on a alors
Gx(1) =E[X]. a

Application 5. (Temps d’attente de deux faces consécutives)

On effectue des lancers indépendants d’une piéce, avec une probabilité p € )0, 1] de faire face et
1 — p de faire pile. On s’arréte lorsque l'on obtient deux faces consécutives, et on note X la variable
aléatoire qui donne le rang de la premiére configuration « Face, Face ».

1+p

Alors E[X] =
p

Démonstration. Notons, pour n € N, F,, 'événement « face apparait au lancer n », et P, 'évé-
nement « pile apparait au lancer n ».

Pour n<3,onaP(X=0)=P(X=1)=0, P(X=2)=P(F1NF)=p? et P(X =3)=P(P N FyN
F3)=(1—p) p?. Par ailleurs, pour n >4, 'événement {X =n} est de la forme :

E=PNA, oNP, oNF,_1NF, ou F=FNPNA,_3sNP,_oNF,_1NF,,

ou les événements Ay sont constitutés de k intersections de P; et Fj, sans jamais qu’il y ait deux
faces consécutives. Comme FE et F sont disjoints de par leurs premiers éléments, on en déduit

P(X=n) = P(E)+P(F)
= 1-pPX=n-1)+p(Ql-p)P(X=n-2).

On calcule alors la fonction génératrice de X. Pour t € [—1,1], on a
+oo
Gx(t) = Y P(X=
n=0

—+oo
= PP+ p2(1-p) 3+ ) P(X=n)t"

n=4

= p*t?+p*(1—p) t3+z 1-pP(X=n-1) t”—l—z P(X=n—2)t"
n=4

Via un changement de variable adéquat, on a

+o0o +o0o +o0o

Y P(X=n-1)t"=tY P(X=n)t"et 3 P(X=n-2)t —tQZIP

n=4 n=3 n=4



On en déduit I’équation suivante sur Gx(¢) :
Gx(t) = p*t?+p*(1-p)t>+ (1 - p)t(Gx(t) — p*t*) + p(1 - p) t* Gx (1),
d’ou :

Gxt)[1-(1-p)t—pA—p)t] = p*t2+p*(1—p)t3— (1 - p)p*t3
— 22

Pour t=1,0ona1l—(1—p)t—p(l—p)t?=p?>0, donc sur un voisinnage de 1, on peut écrire

p2 t2

Cx(t) = I—(1=p)t—p(l—p)t*

D’une part, Gx(1) =1, donc Z P(X =n)=1. Aussi, on a P U {X=n}|=1, donc la
n>0 n>0
configuration « Face, Face » est atteinte presque stirement au cours d’une infinité de lancers.

Par ailleurs, Gx est dérivable en 1 donc d’aprés ce qui précéde, X admet une espérance et
E[X] = Gx(1)

1+p
p2

Application 6. (Temps d’attente de la premiére configuration « Pile, Pile, Face »

On considére une suite infinie de lancers d’une piéce équilibrée. L’expérience est modélisée par un
espace probabilisé (Q2,.4,P). Pour n € N*, on désigne par R,, ’événement « pile apparait au lancer
n» et par S, I’événement : « face apparait au lancer n ».

Soit Y la variable aléatoire désignant le premier rang pour lequel la configuration pile, pile, face
apparait si cette configuration apparait, et zéro sinon. Alors Y admet une espérance et E[Y]=8.

Démonstration. A faire en s’inspirant de la correction de HEC ECE 2004 M2. g



