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Prolongement de I' & C\Z~

o0

Théoréme 1. La fonction T' définie par T'(2) :/ t*~Le~tdt est holomorphe sur le demi-plan
de Poincaré Qp={Re>0}. 0

4 1 4 4
Elle se prolonge en une fonction holomorphe sans zéros sur C\Z~, et T est une fonction entiére
vérifiant la formule d’Euler

_ 1 z(z+1)---(2+n)
V2eC\Z™ oy = lm L :

Démonstration.

Etape 1 : montrons que I' est holomorphe sur €.

Pour cela, on va utiliser le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale. On se donne a et b deux réels
tels que 0 < a <b< 400, et on considére le compact K, ;:={z€Qy: a <Re(z) <b}.

On considére la fonction v définie sur K, ; x ]0, +00[ par y(z,t) :=t*"1e "
e Pour tout z € K, 3, t— 7y(z,t) est intégrable sur ]0, +o0].
e Pour presque tout ¢ € ]0, +00, z+— y(z,t) est holomorphe sur Ky p.
e Pour (z,t) € K4, x ]0,400[, on a la domination suivante :
|tz—1 e—tl _ |e(z71)log(t) e_t|

< elog(t) Re(z—1) et

elog(t)(b—l)e*t sio t>1 - (t)
doe®)(@a—1) ot & <1 =¥

Par ailleurs, lorsque t — 0, on a l'équivalent e'°8(*)(@—=1) o~ o t®leta—1>—1 donc
1 nd

Iintégrale / t*~1dt converge.
0

+oo
Lorsque t — 400, on a ! 8® (==t = (¢7%/2) et I'intégrale / e"t/2dt converge.
t—+oco 1

Le théoréme de comparaison des intégrales a termes positifs montre que ¢ € L(]0, +o00]).

Donc I' est holomorphe sur K, ;. Par ailleurs, pour tout z € {2y, il existe 0 <a <b < 400 tels que

Re(z)

z € K, p (par exemple a=-—=" et b=2Re(z)). Donc I' est holomorphe au point z.

Ceci étant vrai pour tout z € gy, on en déduit que I' est holomorphe sur €y tout entier.



n*n!
Etape 2 : montrons la formule d’Euler I'(z) = lim our z € Q.
P (2) n—>+ooZ(Z+1)"'(Z+n)p 0

On fixe z € Q, et on considére la suite de fonctions ( f,),en définie par

YneN WeR fult) = 1]07,,1,[(t)<1fi>"t2*1.

n

La suite (fn)nen converge simplement vers 7(z,t) = 1jo 4o0[(t) t* "' e~ " Par ailleurs, on a la
domination

t\n
WER D) < Loanei(®) () 1
v(2, 1),

grace & 'inégalité de convexité e > x + 1 valable pour tout z € R.

Le théoréme de convergence dominée assure alors que

VeeQo  lim [ fu(t)dt = /fy(z,t)dt
n— —4oo R R

Autrement dit,

VzeQy T(z) = lim (1—i>nt2_1dt.
0

n— -+o00 n

On fait le changement de variable ¢ =ns dans cette intégrale, qui est bien un C!-difféomorphisme.
11 vient, pour z € Q) :

1
I'(z) = lim (1—-s)"n*~ts*~Inds
n—-+oo Jo

1
= lim nz/ (1—s)"s*~tds.
0

n—-+oo

1

Notons I,,(z) ::/ (1—s)"s*~1ds. On va montrer par récurrence sur n € N la proposition
0

(Pn) : " V2 €80 I”(Z):z(z+1)7-l'!'(z+n) ’

1

z71 |
e Initialisation : pour n=0 et z € Q, on a Ip(z) :/ s>~ tds= [S—] L1t . Donc
z

(Po) est vérifiée. 0

e Heérédité : on suppose que (P,,) est vraie pour un certain n € N. On se donne z € Q. On
intégre par partie, les fonctions en jeu étant toutes de classe C* sur ]0,1] :

1
Ini1(z) = /O(lfs)”“szflds

[(1—s)”*‘l%ZT—i-/ol(n—i—l)(l—s)"%zds

0
1
= n+1/ (1—s)"s*ds
Z Jo
_ njlln(erl).
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Par hypothése de récurrence, on a I,,(z+1) = A+ 2)71. Gintl) On en déduit

(n+1)!
z(z4+1)---(z+n+1)

nilfn(wl) =

Donc (P, +1) est vraie. Ceci conclut la récurrence.

On a démontré la formule d’Euler :

n?-n!
VzeQy I[(z) = ngrfoo 2(z+1) - (z4+n)’

Et pour tout z € g vérifiant I'(2) # 0, on a donc

1 lim z2(z4+1)---(z+n)
I'(z) n—+oo n?-nl
= G(2).

Etape 3 : montrons que G définit une fonction entiére sur C.

z2(z+1) - (z4+n)
(n+1)%-n!

Pour n €N et z € C, on note G,(z) =

On a alors

Gn(z) =

n—|—1 1;[

= z-exp(—zlog(n+1)) H
k=1

3
- Zkf[l ex (zlog<k21)> kﬁ[l (1+%)
I

A

ot les fonctions ¢y, définies par ¢g(z):= (1 —l—%) exp(—zlog(%)) sont holomorphes sur C.

Soit R>0et |z| <R. Pour k>R, on a % <1 donc 1+% est non nul. On peut alors écrire

wr(z) = exp{log(l +%> - zlog(l +%>}

On en déduit que
L - z 1
Gn(z) = zH vr(z) X exp Z log(l—i-E)—zlog(l—i—E) .

k=|R|+1

Par ailleurs, on a lorsque k— 400 :

lo (1+5)—zlo TR R S (. 8
S\'T% & E) T %k 22 % 2R2 52



Donc par définition de la notation o(+), pour k assez grand, on a

z 1 [2(1—2)|

Z) = | g ad 2l |
log(l—i—k) zlog(l-i—k)‘ < 572

< R(1+R)
- 2k2

<= z 1
On en déduit que la série de fonctions Z log(l + E) —z log<1 + E) converge normalement
k=|R]+1

sur {|z| < R}, donc uniformément sur tout compact de {|z| < R}, vers une fonction holomorphe.
On en déduit qu'il en est de méme de la suite de fonctions (G )nen-

Comme R est arbitraire, pour tout z € C, il existe R >0 tel que |z] < R et le compact {|z| <R}
est inclu dans {|z| < R+ 1}, par exemple.

Donc G= lim GG, est holomorphe en tout point z € C : c¢’est une fonction entiére.
n——+oo

Etape 4 : conclusion
+00 oo
Comme G(z) =z H vr(2) et que le produit convergent H v a pour zéros les zéros des y,
k=1 k=1
c’est-a-dire —1, —2,.... On en déduit que F :i est holomorphe sur C\Z~ et non nulle sur cet
ensemble. La formule d’Euler donne alors

VeeC\Z~ —L — lim 2&HD-(zFn)

= F(2).

Ceci conclut la preuve. O



