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Equation de Schréodinger sur S(IR)

Définition 1. On rappelle que l’espace de Schwartz sur R est défini par

S(R){fGC"o(IR,IR) : Va,BeN sup|:r”‘f(ﬁ)(x)|<oo}.

zeR
Théoréme 2. Pour f €S(R), on a f €S(R). De plus, f vérifie la formule d’inversion de Fourier :

VeeR ()= [ F6)eds

Théoréme 3. Soit f € S(R). Alors il existe une unique fonction u € C*(R?, C) telle que

2
1. VY(z,t) €R2 %(m,t):i%(ac,t),

2. VxeR wu(z,0)= f(x),
3. Sigrx—u(x,t), alors

VI'>0 Va,B€N M(f’ﬁ:: sup sup |xag§5)(x)’ < 00.
[t|<T z€R

De plus, on connait explicitement la solution u, qui est donnée par
1 [ o it i
V(x,t)e]R2 u(z,t) = —/f(«f) e—tﬁzteuLfdg.
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Démonstration.
On raisonne par analyse-synthése.
Etape 1 : Analyse.

Supposons que u € C?(R?) vérifie 1, 2 et 3. Pour ¢ € R, la condition 3 donne en particulier que
9t € S(R). On peut considérer sa transformée de Fourier ¢, définie sur R par

Gi(e) = A)\ (i, 1) i€ dg.

Fixons £ € R, et donnons nous 7T > 0. On souhaite appliquer le théoréme de dérivation sous
I'intégrale a la fonction ¢+ g;(¢) pour t € [T, T|. Notons ve(z,t) :=u(z,t) e ¢,

e Pour t € [-T,T] fixé, la fonction =+ ve(x,t) est intégrable sur R puisque g: € S(R).



e Pour z € R fixé, la fonction ¢ — ve(z,t) est dérivable et vérifie

Ove(x,t)  Ou izt

e Pour (z,t) e R x [-T,T], on a la domination :

Ove(x,t ou Cim
‘—fét )‘ = |Fri@ e
ou
- W(“)‘
2
= %(x,t)‘ (d’apres 1)
_ 82u(x ).1—1—352
022V 1422
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< W(xv t) z? 92 (IE, t)
| 1422 1422
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Le théoréme de dérivation sous 'intégrale assure alors que pour tout t € [T, T], t+— G:(&) est
dérivable et

agAt(g) _ % —ix€
5 = Rat(x,t)e dx.

2
z/ %(l‘, t)e 8 dx.
R

Comme T est arbitraire, cela en fait vrai pour tout ¢t € R.

Les fonctions x — u(z,t) et o +— e~ ¢ étant de classe C? sur R, on peut intégrer deux fois par
parties ’égalité précédente. Il vient alors

a%f):‘48@@)

C’est une équation différentielle du premier ordre a ¢ fixé, donc il existe A(£) €R tel que pour tout
teR, on ait

Gi(€) = A(ge .
Or, pour £€R, on a

[Ru(x,O)e’”E dx
= A{f(x)e*izfdx
f(©).

Et d’autre part, go(€) = A(§). On en déduit que A(&)= f(£). Soit t € R fixé. Puisque f € S(R),

il en va de méme de la fonction £ — gi(&) = f(€) e~€*t. On peut donc lui appliquer la formule
d’inversion de Fourier, et il vient

n(o) = 5 [ HOe e entac,



Puisque gi(x) =u(t, ), on en déduit I'unicité de la solution.

Etape 2 : Syntheése.

On considére la fonction

u.t) = 5o [ et

définie sur R x R.

En appliquant le théoréme de dérivation sous l'intégrale aux fonctions = — u(x,t) et t+— u(z,t),
on montre que v admet des dérivées partielles d’ordre deux en ses deux variables, qui sont toutes
continues. Aussi, on a bien u € C2(R?).

2
Par ailleurs, le méme argument montre que %(z, t) *zaa—x (z,t), donc u vérifie 1.
Pour z € R, on a u(z,0) = / f e'*€d¢ = f(z) d’aprés la formule d’inversion de Fourier, donc

u vérifie 2.

Il reste & montrer que u vérifie le point 3 pour conclure la preuve. Commengons par remarquer
qu’en appliquant encore le théoréme de dérivation sous 'intégrale & g¢: x+— u(x,t), on peut en fait
montrer que g; € C*°(R), et que ses dérivées partielles d’ordre 5 € N vérifient

Oﬁgt _ 1
(91'5 (mat) -

(1)PEP f(€) emi€t inb g
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Ainsi, pour « €N, on a

"Drt) = o [P0 9 e

1 o“ . P G20 o i

gﬁRa—ga(Zﬁfﬁf(f)e )i et dE,
oll on a intégré a fois par parties, les fonctions & — i®e™® et & i §ﬁf(§)e_if2t étant de classe
C* sur R.

La formule de Leibnitz donne alors
D9,y LY ra ONEPF(E) 9Tk
" 8:Eﬁ - 27 Z( )/ ok gea—k  © de.

Par inégalité triangulaire, il vient

St < 5 (1),

a—ke—ifzt

aafk e*ifzt
agafk

de.

akaﬁf(&)‘ ,
ok

Remarquons que la quantité s’exprime comme un polynéme en ¢ et en £ multiplié par

8£a—k
et (cela se montre par récurrence). Comme |e~*¢”t| =1, il existe donc P € R[X, X] tel que
aafkefiEQt
W < P([t], [€])-




Par ailleurs, comme f € S(RR) et que S(R) est stable par transformée de Fourier, on a f € S(R),

keBd

donc en particulier, sup PN P(|t],[€]) (14 ]€]?) < oc. 11 s’en suit que

€€R oLk

ak&ﬁf(g) oo~k g—i&%t 1
. =0 ,
og- | | o | T\TFIEP
1 [ « AEBF(E)| | ke gt .

et donc %kzzo ( 3 )A{ Jer . geaF d€ < oo quelque soit x € R et t € R.
On en déduit que u vérifie la condition 3. g



