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Décomposition de Dunford

Proposition 1. Soit f 2L(E) et F 2K[X ] un polynôme annulateur de f. Soit f = �M1
�1 � � �Ms

�s

la décomposition en facteurs irréductibles de K[X ] du polynôme F.

Pour i2 J1; sK, on note Ni=KerMi
�i(f). On a alors E =N1� � � � �Ns, et pour tout i2 J1; sK, la

projection sur Ni parallèlement à
M

1�j�s
j=/ i

Nj est un polynôme en f.

Démonstration.

Etape 1 : déterminons les projecteurs en question.

Comme les polynômes Mi
�i sont irréductibles, ils sont premiers entre eux deux à deux dans K[X].

D'après le lemme des noyaux, on en déduit que E=N1� � � � �Ns.

Pour i2 J1; sK, on note Qi=
Y

1�j�s
j=/ i

Mj
�j. Alors aucun facteur n'est commun à tous les Qi, qui sont

donc premiers entre eux dans leur ensemble. En appliquant l'identité de Bézout, il existe donc
U1; : : : ; Us2K[X ] tels que

1=U1Q1+ � � �+UsQs:

En appliquant à f cette égalité, on obtient

IdE=U1(f) �Q1(f)+ � � �+Us (f) �Qs(f):

Pour i2 J1; sK, notons Pi=UiQi et pi=Pi(f). On a donc
X
i=1

s

pi= IdE. (?)

Par ailleurs, pour tout j=/ i, F , que l'on rappelle être un polynôme annulateur de f , divise QiQj

donc :

pi � pj = UiUj(f) �QiQj(f)
= 0:

On déduit de l'égalité (?) que pour i2 J1; sK, on a pi=
X
j=1

s

pi � pj= pi
2: Ainsi, pi est un projecteur.

Il s'agit alors de déterminer son image et son noyau.

Etape 2 : montrons que Im pi=Ni pour tout i2 J1; sK.

� Soit y= pi(x)2 Im(pi):

Alors Mi
�i(f)(y) =Mi

�i(f)(pi(x)) =Mi
�i(f) � Pi(f)(x) = Ui(f) � F (f)(x) = 0, donc x 2

KerMi
�i=Ni:
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� Soit x2Ni: Alors x= p1(x)+ � � �+ ps(x). Or pour j=/ i, on a

pj(x) = Uj(f)(x) �Qj(f)(x);

où Mi
�ijQj, donc Qj(f)(x)=0, donc pj(x)= 0. Ainsi, x= pi(x)2 Im(pi).

Etape 3 : montrons que Ker pi=
M

1�j�s
j=/ i

Nj pour tout i2 J1; sK.

� Pour j=/ i, on a Nj�Ker pi. En effet, si x2Nj alors Mj
�j jQi donc pi(x)= 0. On en déduit

que
M

1�j�s
j=/ i

Nj�Ker(pi), puisque Ker(pi) est un sous-espace vectoriel.

� Réciproquement, soit x2Ker (pi). D'après (?), on a x=
X

1�j�s
j=/ i

pj(x). Donc

x2
M

1�j�s
j=/ i

Nj:

Par construction, les projecteurs pi sont bien des polynômes en f . �

Théorème 2. (Réduction de Dunford)

Soit f 2L(E) un endomorphisme dont le polynôme caractéristique �f est scindé sur K. Alors il
existe un unique couple (d; n)2L(E)2 tel que

1. Les endomorphismes d et n commutent et d+n= f:

2. L'endomorphisme d est diagonalisable et l'endomorphisme n est nilpotent.

De plus, les endomorphismes d et n sont des polynômes en f.

Démonstration.

9 On écrit �f =(¡1)n
Q

i=1
s (X ¡�i)�; et on pose, pour i2 J1; sK, Ni=Ker (X ¡�i)�i.

On applique la proposition 1 avec F = �f, et Mi=(X ¡�i). En utilisant les notations précédentes,
il vient que pi=Pi(f) est le projecteur sur Ni parallèlement à

M
1�j�s
j=/ i

Nj:

Posons d=
X
i=1

s

�i pi. La matrice de d est diagonale dans une base adaptée à la décomposition

E=N1� � � � �Ns;

puisque les pi sont des projecteurs sur Ni: Donc l'endomorphisme d est diagonalisable.

Par ailleurs, en posant n= f ¡ d=
X
i=1

s

(f ¡�i IdE) pi, on va montrer par récurrence sur q2N� que

nq=
X
i=1

s

(f ¡�i IdE)q pi:
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En effet, cela suit de la définition de n pour q=1, et si on suppose le résultat vrai pour un certain
q � 1, alors

nq+1 =

 X
i=1

s

(f ¡�i IdE) pi

! X
i=1

s

(f ¡�i IdE)q pi

!
=

X
1�i�s
1�j�s

(f ¡�i IdE) (f ¡�j IdE)q pi pj ;

où l'on a utilisé dans la deuxième égalité le fait que pi et pj sont des polynômes en f (ils commutent
donc avec f et entre eux).

Par ailleurs, on a pi � pj=0 pour i=/ j donc :

nq+1 =
X
i=1

s

(f ¡�i IdE)q+1 pi2

=
X
i=1

s

(f ¡�i IdE)q+1 pi:

Ceci conclut la récurrence.

Finalement, en posant q = max
1�i�s

�i, on a (f ¡ �i IdE)q pi= [(X ¡ �i)q Pi](f) = 0 car �f divise

(X ¡�i)qPi (on rappelle que Pi=Ui
Y

1�j�s
j=/ i

(X ¡�i)�j selon les notations précédentes).

Ainsi, n est nilpotent, d est diagonal, et ce sont tous deux des polynômes en f tels que d+n= f .

! Supposons qu'il existe deux couples (d; d 0) et (n; n0) où d; d 0; n; n0 sont des polynômes en f ,
vérifiant les hypothèses du théorème. Alors d commute avec d 0 et d et d 0 sont diagonalisables. On
en déduit qu'ils sont co-diagonalisables, c'est-à-dire diagonalisables dans une même base.

Il s'en suit que d¡ d 0 est diagonalisable, mais d¡ d 0=n¡n0 donc d¡ d 0 est aussi nilpotent (cela
se montre en utilisant le binôme de Newton, puisque n et n0 commutent et sont nilpotents).

Ainsi, n¡n0= d¡ d 0=0. �
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