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Décomposition de Bruhat

Dans tout ce qui suit, K est un corps, n un entier non nul. On commence par quelques rappels.

Définition 1. On appelle drapeau de K™ toute suite (0=FyC --- C Fy,) de sous-espaces vectoriels
de K™ telles que les inclusions soient strictes. Si de plus dim(F;) =14, on dit que le drapeau est
complet. On note Drap [’ensemble des drapeaur complets de IK™.

Notation 2. On appelle drapeau complet canonique le drapeau C:={0} C Vect(e1) C --- C Vect(e,...,
en), ot (e1,...,e,) désigne la base canonique de IK™.

Définition 3. On note B, (K) l'ensemble des matrices triangulaires inversibles de GL,,(IK).

Proposition 4. B, (K) est le stabilisateur de C pour l’action de GL,(IK) sur Drap. En particulier,
c’est un sous-groupe de GL,(IK).

Démonstration. Soit B € B, (K), et j€[1,n]. On a :

n
Bej = E b,-jez-
i=1

J
= Z bz'jeiE Vect(el, RN €j)

i=1

Par conséquent, B (Vect(er, ..., e;)) C Vect(es,...,e;). Comme B est inversible, il y a égalité des
dimensions de ces deux sous-espaces, ils sont donc égaux. On en déduit B(C)=C donc B est inclu
dans le stabilisateur de C.

Réciproquement, soit A € GL,(K) tel que A(C)=C". D’une part, pour tout j € [1,n], on a :

n
Aej = E aijei
i=1

D’autre part, comme A (Vect(es,...,e;)) C Vect(ei,...,e;), Ae; s’exprime comme combinaison

linéaire de ey, ..., e; donc il existe A\;; € K tels que Ae; = 2321 Aijei. On en déduit que :
a;j=2X;j; pouri<j et a;;=0pouri>j

Donc A € B,(K). O

Définition 5. Soit A€ K, et (E;j)1<i,j<n la base canonique de M, (K).

On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme T;;(\) = I, + A Ej;.



On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme D;(a) =1+ (o — 1) Ey;.
Proposition 6. Pour i< j, T;j(A) € Bo(K) et pour a#0, D;;j(a) € Bp(K).

Démonstration. Trivial.

Remarque 7. Multiplier par une matrice de transvection T;;(\) & gauche (respectivement a
droite) revient & faire 'opération sur les lignes L; < L; + AL; (respectivement sur les colones

Cj—Cj+\C)).

Multiplier par une matrice de dilatation D;(«) & gauche (respectivement a droite) revient a faire

Popération sur les lignes L; «— o L; (respectivement sur les colones C; «— aC})

Définition 8. Soit (eq,...,ey,) la base canonique de K™. Pour o €S,,, on note w, l'application

linéaire donnée par we(e;) = eq(;) pour tout i € [1,n].

Proposition 9. L’application w: o — w, est un morphisme de groupes injectif de Sy, dans GLy(K).

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de ce développement :

Théoréme 10. (Bruhat)
En notant, pour o €Sy, Bn(K) we Bn(K): ={tws,s : t,s € By(K)}, on a la décomposition :
GL,(K)= | | Bu(K)w, Bn(K)
oES,

Démonstration.

Soit P=(pi;)1<i,j<n€ GL,(IK). D’apreés ce qui précede, il suffit de montrer que 'on peut partir
de P et se ramener & une matrice de permutation w, en faisant des opération sur les lignes et sur
les colones choisies pour que les matrices de transvection et dilatation associées soient bien dans

B(K).

e Comme P est inversible, sa premiére colone contient au moins un coefficient non nul : on

note alors oy =max {i € [1,n] : p;1 #0}.

pil
gl R
rendre tous les coefficients de la premiére colone nuls sauf celui de la a7™° ligne.

On fait alors les opérations sur les lignes L; — L; +

On effectue ensuite 'opération C —
Pay1

L, pour tout ¢ < ary, de maniére &

C'1 de maniére & rendre le coefficient p,,1 égal & 1.

Enfin, on rend tous les coefficients de la af™° ligne nuls sauf le premier, en faisant les

opérations sur les colones C; < C; + pn,; C1 pour tout ¢ > 1.

Ces opérations permettent de se ramener & une matrice de la forme suivante :

0
P=l10---0
0




e On a encore P; € GL,(K), donc sa deuxiéme colone n’est pas nulle. En notant de la méme
maniére ag =max {i € [1,n] : p;2# 0}, on a nécessairement o # ap puisque pq,2=0.

On peut ensuite effectuer des opérations sur les lignes et les colones de P; pour mettre des
zéros sur la deuxiéme colone, la a5™° ligne, et mettre le coeflicient p,, 2=1. On remarque
que ces opérations ne modifient pas la premiére colone ni la af™° ligne.

e En répétant ainsi les opérations des étapes un et deux, on obtient oy, ..., a, tous distincts
dans [1,n] et une matrice P, =w, ou la permutation o est donnée par o(k) = a.

De plus, les opérations effectuée sont équivalentes & la multiplication & gauche et a droite
par des matrices de transvection et de dilatations du type T;;(\) avec i < j et D;(a) avec
a#0 qui sont donc des éléments du sous-groupe By, (K).

On a donc, pour T3, Ts € B,(K), légalité P =T w, Tp, ce qui montre 'existence de la

décomposition de Bruhat.
[I On suppose qu'il existe o, 7 €S,, et T1,Ts, TV, T tels que P =Ty weTo =T{ w,T5.
On a alors TY "Tyw, = w, Ty Ty *. En posant S=T{ 'T, et Q=T4T5 ', on a :

Q=w,-15w,
Supposons par 'absurde que o # 7. Il existe ¢ € [1,n] tel que o(i) <7(z). On a alors :
S(i 1) =Q(7(i),0(i)) =0 car Q € B,(K)

Ceci contredit que S € B, (IK) (puisque S est triangulaire supérieure et inversible, ses coefficients

diagonaux doivent étre tous non nuls).

Ainsi, 0 =7 donc la décomposition est unique. O

Corollaire 11. GL,(K) agit sur Drap x Drap et l’action posséde n! orbites.

Démonstration. GL,(K) agit transitivement sur Drap. On a vu que le stabilisateur pour cette
action est B, (K), donc on a Drap ~ GL,(K)/ B, (K).

Soit (A, B) € GL,(K) / B,(K) x GL,,(K) / B,(IK). D’aprés le théoréme de décomposition de Bruhat,
il existe 0 €S, et By, B € By(K) tels que A~!B= Bjw, Bz. On a alors :
(1,B) = A-(T,, A 'B)
= A (I_nyBl U)O-BQ)
= AB\(By ', w, By)
= AB,(I,,@,) car B;', Bs€ B,(K)

Donc chaque orbite contient un élément de la forme (I,,, @y ).

Supposons par Pabsurde qu’il existe 7,0 € S,, tel que (I,,, @Wg) et (I, @;) soient dans la méme
orbite. Dans ce cas, il existe A € GL,(K) tel que AT, =1, et Aw,=w,, donc on a A€ B,(K) et
Aw, =w,; B pour un certain B € B,(K). D’aprés 'unicité de la décomposition de Bruhat, o =7.

On en déduit que chaque orbite contient exactement un élément de la forme (I_n, W, ), donc le
nombre d’orbite est |S,| =mnl!. O
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