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Recasages : 209, 223.

Reéférence : Stein & Shakarchi, Fourier Analysis.

Critére d’équirépartition de Weyl

Dans ce qui suit, on note £([0, 1], R) 'ensemble des fonctions en escalier sur [0, 1[ & valeurs réelles.
On rappelle que £([0, 1[,R) est dense dans CO([0, 1[,R).

Définition 1. On dit qu’une suite (Tn)nen- d’éléments de [0, 1] est équirépartie si pour tout
intervalle owvert |a,b[C [0,1], on a

i Card{l<n<N:az,€ladbl} _,
N—+4o0 N

Cela signifie que pour N assez grand, la proportion d’éléments x, dans ]a,b[ pour 1<n <N,
s’approche du quotient de la longueur de lintervalle |a,b[ par la longueur de Uintervalle [0, 1].

Proposition 2.

Une suite (xp)nen € [0, 1[N est équirépartie si et seulement si pour tout (a,b) € [0, 1[? tels que
a<b, on a

1 & 1
— Ligoi(n — Lo, p)(x) d.
Nn; fabf(@n) 2 /0 fa,b((7)

Démonstration. On a les inégalités suivantes :

Card{l1<n<N: z,€]a,b[} < Card{1<n<N: z,€[a,b[} < Card{l1<n<N: z,€]a,b[}+1,
et

Card{1<n<N: z,€(a,b}-1< Card{1<n<N: a,€]a,b} <Card{l1<n<N: z,€][a,b]}

Le théoréme d’encradrement justifie alors que

. Card{1<n<N: z,€]a,b[} . Card{1<n<N: zn€]a,b[}
lim = lim
N— 400 N N—+oco N

La proposition résulte alors de la reformulation immédiate Card{l <n < N : =z, € [a, b[} =
Ziv:ll[a,b[(xn) et f;l[mb[(x) dx:fjd:r:bfa. O

Théoréme 3. (Critére de Weyl)

On se donne une suite (x,)nen+ d’éléments de [0,1]. Alors (xn)nenN est équirépartie si et seulement
st pour tout k € Z*, on a

N
i Z e?iﬂ'k:vn N 0.
N N——+o0

n=1



Démonstration.

On suppose que (z,)neN- est équirépartie. On va démontrer que pour toute fonction continue

N 1
f:10,1]—=C,ona lim L Z flzn) :/ f(z)dz. Ceci implique le résultat souhaité puisque les
No+too N = 0 1 p2imka ] 1

Ziﬂkxd —
¢ v [ink

fonctions & — €27 sont continues pour tout k #0 et vérifient /

0 0

Pour ce faire, montrons que le résultat est vrai pour une fonction en escalier. Soit f € £([0,1[,R)
et 0=(s0=0<81< - <8m_1<8$m=1) une subdivision adaptée de [0, 1], de sorte que f s’écrive :

F@) = 3 F58) Lpmeni(2).
k=0

D’apres la proposition 2, pour tout k € [0,m — 1], on a :

N 1
1
Nz 1[5k75k+1[(‘rn) N~>_4)»oo /O 1[Sk-,5k+1[($) dx.

n=1

Par linéarité de la somme et de 'intégrale, on en déduit que

N m-—1 1m—1

1

O DN ICALTHNCRINE S A DI (AL MO e
n=1 k=0 k=0

Ce résultat est valable pour toute fonction f e £([0, 1], R).

On se donne une fonction f €C%([0,1[,R), et € >0. Comme £([0,1[,R) est dense dans C°([0,1[,R),
il existe p € £([0,1[, R) telle que || f — ¢]|oc <&/3.

N 1
Posons, pour N >1, My(f) -1 Z f(zy) f/ f(z)dz.
Nn:l 0
L’objectif est donc de montrer que pour N assez grand, on a [My(f)| <e. On calcule alors
N 1 N 1
Mu(f) = = elen)— [ p@)de+—=>" (f=@)@)— [ (f—)(x)da
N Nnil n 0 N n 0

n=1

On en déduit, par inégalité triangulaire, que

My (f)]

IN

1 = 1
Mo+ y 3 11 - el + [ 17 =pl@)da

IN

2
My ()] + 2 <.

D’apres ce que l’on a montré, comme ¢ € £([0,1[,R), on a |MN(<,0)|N - 0. Donc il existe Ny € N*
— 100

tel que pour tout N > Ny, on ait | My ()| <e/3. On en déduit que pour tout N > Ny,
Mn(f)| < e
Ceci conclut la preuve pour f € C°([0,1],R). Par ailleurs, si f €C°([0, 1], C), on peut écrire f =

Re f+iIm( f) avec Re(f) et Im(f) continues a valeurs réelles, donc la linéarité de l'intégrale assure
que la propriété est encore vraie pour f € C°([0,1[, C).



N
1 .
L. * 2imkTy,
Réciproquement, on suppose que pour tout k € Z*, on a N E 1 e N:i-oo 0.
n—

On va d’abord chercher également & montrer que |MN(f)|N - 0 pour tout f€C9([0,1[,C). Par

linéarité de la somme et de 'intégrale, on a |[My(P)| e 0 pour tout polynéme trigonométrique
— 400

N
P de la forme

m
P(z):= Z are*m® avec (a_p,...,a,) € C*MHL

k=—m

Le théoréme de Féjer affirme que si f € CO([0, 1], C), alors f est limite uniforme d'une suite de
polynémes trigonométriques (autrement dit, les polynémes trigonométriques sont denses dans

Co([o, 1], ©)).

On en déduit donc comme dans le sens direct que |Mpy(f)]

0
Nj_wO pour tout f €C°([0,1], C).

Soit (a,b) €[0,1[% avec a <b. On note x :=1(4 [, et on se donne un réel € > 0.

Alors il existe ¢, €C°([0,1[,R) telles que 0< ¢ < x < <1 sur [0,1], et

/(x—@)(év)dxﬁﬁ et /w—x)(x)dxsE, ()
0 0

en choisissant par exemple ¢ et ¢ comme dans le dessin ci-dessous.

l

<=6 =<

On a alors, pour N > 1, 'encadrement suivant :

1 & 1 & 1 &
0<p(e) S (@) SYE) ST done 3" pla) <3 > wan) <3 > 6(r)

=1 n=1 n=1

Par passage a la limite lorsque N — +o00, il vient

L ol . 1 —
/Oso(x)dxélllglgofwg X(zn) et lilfilicpﬁz X(za) < [ ¥(z)da.



D’apreés (%), ceci implique donc :

! R . 1 L
Ax(w)dw—eghmmfwz X(xn) et hmsupﬁz X(acn)gl)x(ac)dac—l—a

n— oo
n=1

Ceci est vrai pour tout € >0, d’ou :

1 1 X 1 X 1
< liminf— <l — < .
/0 x(xz)dz < liminf NHEZI X(xn) < limsup NHEZI x(xn) < /0 x(x)dx

n—+0o n—+00

N
. . . 1
Donc toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités. On en déduit que la suite (W Z X(Jﬁn)>
1 N>1

n=1

1
converge, et sa limite vaut bien / x(x) dacz/ 14,p((x) dz comme souhaité.
0

0
O

Exemple 4. On dit qu'une suite (z,)nen~ de réels est équirépartie modulo 1 lorsque la suite
(n— |Zn])nen~ est équirépartie.

Le théoréme de Weyl permet alors de montrer trés facilement que pour 7 >0, la suite (ny),>1 est
équirépartie si et seulement si «y est irrationnel.



