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Critére de Kalmann

On se donne Ty < T; des réels, m et n deux entiers plus grands que 1 et A:]Tp, T1[ — M, (R) et B:
7o, Ti[ — My, m(R) des applications continues.

Définition 1. On dit que le systeme de controle x'(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) est contrélable si
pour tous vecteurs (xo,x1) € R™ x R", il existe une application u € C°(JTy, Ti[,R™) est telle qu’une
solution x au probléme de Cauchy

2t =A(t) x(t) + B(t) u(t)
(P)'{ x(1p) = x9
vérifie x(Ty) = 1.

Définition 2. Notons R la résolvante du systéme associé au probléme de Cauchy (P). On définit la
matrice de Gram du systéme z'(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) (en anglais, controllability Gramian) par

¢im / R B(r) B(r)* R(T3, 7).

To

ot A* désigne la transposée de A - on évite la notation AT, pas pratique ici.

Proposition 3. Le systéme de controle x'(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) est contrélable si et seulement
si sa matrice de Gram € est inversible, et dans ce cas, un contréle est donné par

u(t):=B(7)* R(T1,7)*¢ 1 (1 — R(T1,Tv) x9) pour T €Ty, T1[.

Démonstration. Remarquons que € est une matrice symétrique et positive. En effet, pour tout
z€R" on a

T1
x*Cx = / |R(Ty,7) B(t) z|?>dT > 0.
To

Donc € est inversible si et seulement si Vo € R™\ {0} z*€z>0.
Supposons que € soit inversible. On se donne (g, 1) € R™ x R™, et on pose, pour tout
TE ]TQ, T1 [,

u(r):=B(r)* R(Ty, 7)*¢ 1 (21 — R(T1, Tp) o).

Soit = € CO([Tp, T1],R™) une solution au probléme de Cauchy (P). La formule de Duhamel donne

.Z‘(Tl) = R(Tl, TO) xo+ /TIR(Tl, T)B(T) B(T)* R(Tl, T)*Q:—l (xl — R(Tl, TO) .1‘0) dr

To
= R(T1,Tp) xo+ €€ (x1 — R(Th, Tp) o)
= R(Tl; To) o+ x1 — R(Tl, To) X0

= 1.



Donc le systéme est controlable.

Réciproquement, supposons que le systéme soit contrdlable. On suppose par ’absurde que
¢ n’est pas inversible, et on se donne un vecteur y € R™\ {0} tel que y*€y=0. Ainsi, on a

/T1|R(T1,T)B(T) y2dr=0.

To
On en déduit, par continuité de la fonction 7+— R(T1,7) B(7) y, que
VTG]TQ,Tl[ y*R(Tl,T) B(T):O

Par hypothése, pour tout z; € R", il existe un controle u € CO(|Tp, T1[, R™) tel que la solution T au
probléme de Cauchy (P) avec zo=0 vérifie 2(T1) = ;.

Par ailleurs, la formule de Duhamel donne

+(T) = / "R(Ty, 7) B(r)u(r) dr,

To

donc

Ty
1 :/ R(Th,7)B(r)u(r)dT,

To

et en particulier, on a y* 21 =0. En prenant z1 =y, on en déduit |y| =0 alors que y# 0, d’ot une
contradiction. g

Théoréme 4. (Critére de Kalman, cas indépendant du temps)

On suppose que A et B ne dépendant pas du temps. Alors le systéeme de contréle x'(t) = Ax(t) +
Bu(t) est contrélable sur [Ty, T1] si et seulement si

Vect(A* Bu, u€ R™, i€[0,n—1])=R"™

Remarque 5. Cette condition est purement algébrique, et ne dépend pas de 'intervalle [1p T7]
choisi. Elle revient a dire que le rang de la matrice (A°B | --- | A" B) est n.

Démonstration.

Comme A est indépendante du temps, la résolvante du systéme s’écrit
V(tl, tg) S [To, T1]2 R(tl, tg) =elti=t2) A

Aussi, la matrice de Gram du systéme est donnée par
Ty
= / eM=MAB. B*e(M=1A" (1,
To

On raisonne par contraposée en supposant que le systéme n’est pas controlable. Alors € n’est
pas inversible, donc il existe y € R™\ {0} tel que y*€y=0. On en déduit

Ty
/ |e(T1_T)A By|?dT =0,

To



d’ou k(1) =0 pour tout 7 € [Ty, T1], ou k(7) o y*eTi=7A B, Lapplication k est de classe C sur
[Ty, T1] et on a k(1) =(=1)" y* A?eTr=74 B pour tout i € N, donc

EO(Ty) = (—1)'y* A' B.

Supposons que ¥y s’écrive sous la forme y = A° Bu+ A' Bu+ --- + A"~ Bu avec u € R™.

Alors on aurait |y| =y*y =0, ce qui contredirait y # 0. Ainsi, on a
Vect(A'Bu, ueR™, i€[0,n—1]) #R"
Réciproquement, on suppose que Vect(A'Bu, u€R™, i€ [0,n —1]) #R". Alors il existe

y € R™ non nul tel que y ¢ Vect(A*Bu, ueR™, i€ [0,n—1]). Alors la matrice dont les colones
sont A°B, ..., A"~ B n’est pas inversible.

Ainsi, il existe y € R™\ {0} tel que pour tout i € [0,n — 1], on ait
y*ATIB=0 (%)

Notons x4 le polynéme caractéristique de A. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a
xa(4)=0.

Soit i >n. En effectuant la division euclidienne de X* par ya, il existe (Q, R) € R,,[X] tels que
deg(R) <n et X*=Qxa+ R. En évaluant en A4, on en déduit

A'=Q(A) xa(A) + R(A) = R(A).
En particulier, on peut écrire A*=oag+ a3 A '+ -+, 1 A" 7L 1l vient, d’aprés (x),
VieN y* A B=0.

Ainsi, Papplication k, encore définie par k(7):=y* eT1=74 B vérifie k)(T}) =0 pour tout i € N.
Par ailleurs, comme k est analytique, on en déduit que k=0 sur [T, T1].

T

On retrouve alors y* €y :/ |k(T)|?dT=0. Aussi, € n’est pas définie. Comme elle est symétrique
To

positive, on en déduit qu’elle n’est pas inversible, donc le systéme n’est pas controlable.



