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Mathématiques - éléments de corrigé

Analyse

1 Suites numériques, étude de fonctions

Exercice 1

1. D’aprés les propriétés de cours sur la partie entiére, on a, pour tout x € R,

r—1<|z|<z.

. -1
On en déduit que pour tout n € N*, nT < Lnnxj < %, d’out
1
r——< [nz] <.
n n
. 1 . . .
Comme lim (x — —) = lim =z =z, le théoréme d’existence d’une limite par encadrement
n——+oo n n——+oo

permet d’affirmer que lim M:
n—+oo N

2. Comme L%J < %, onan-— L%J > % Comme lim 5= 400, par théoréme d’existence d’une
n— 400

limite par comparaison, on en déduit que lim n — L%J =4-00.
n— —+00

3. Rappelons que la fonction arcsin est définie sur [—1, 1] et & valeurs dans [fg,g]
Pour tout x € R, on a cos(arcsin(z))? + sin(arcsin(x))? =1, et sin(arcsin(x)) =z sur [—1, 1], donc
cos(arcsin(x))?=1— 22. Les deux quantités étant positives, on peut appliquer la fonction racine

carée et obtenir |cos(arcsin(z))| =+/1 — z2. Par ailleurs, arcsin(z) € [f%, g} et cos est positive sur
cet intervalle, donc |cos(arcsin(z))| = cos(arcsin(x)), ce qui conclut la preuve.

—2,%] vers [=1,1]. D’aprés le théoréme

de la bijection, on sait que sa fonction réciproque arcsin est également continue de [—1, 1] vers
™

%3]

D’autre part, d’aprés le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, comme sin est dérivable

sur ],g, %[ et que sa dérivée cos ne s’y annule pas, on en déduit que arcsin est dérivable sur

4. La fonction sin est continue et strictement croissante de [

-1, 1[:sin(}—%,g[), et que sa dérivée vaut
1

V$€]—1,1[ arcsin'(a:) = W

= 1 d’aprés 3.

Vi



5. (a). Comme +/:[0,1] —[0,1] C [-1, 1], la fonction G est bien définie sur [0,1]. Elle y est continue
en tant que composée de deux fonctions continues.

D’autre part, 4/ est dérivable sur ]0,1[ et /(]0,1[) C]0,1[C]—1,1[ donc G est dérivable sur |0, 1]
comme composée de deux fonctions dérivables. Sa dérivée est donnée par

1

1
! —
Ve elo,1] G'(x) = QXQﬁX\/m
1

s(1—z)
car = et 1 — z sont strictement positifs sur |0, 1[.
(b). Comme g est strictement positive sur |0, 1[, G est strictement croissante sur [0, 1]. D’autre
part, on a G(0) =0, G(1) =7 et G(%) = 2arcsin(§) =2xT=1.
On a lim G'(z) =400 et lim G'(x)=+o0 donc G admet des tangentes verticales au voisinnage
x—1"

z—0t
de 0 et de 1. Finalement, on peut calculer I’équation de la tangente en %, qui vaut

o(2)(+2) ()

T
2 ——1.
x+2

<
I

Ces informations permettent de tracer avec une précision suffisante le graphe de G.

Exercice 2

1. D’une part, il est clair que u,, >0 et v, >0 pour tout n >0 (car a,b> 0 puis par récurrence
immédiate sur n € N). Ceci assure en particulier que les suites (un)nen €t (vn)nen sont bien
définies. On va démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

D’aprés 'inégalité arithmético-géométrique, pour tout z,y €IR on a

vey < x;—y

Par récurrence immeédiate sur n > 1, on en déduit que u, > v, pour tout n >1.

Up — U, P .
% <0 donc (un)nenN est décroissante. De méme, on a vy, 41— vy =

U Uy — V2 = V/Un(y/Un, — \/Un) > 0 par croissance de la fonction racine carrée. Il s’en suit que
la suite (v,)nen est croissante.

Soitne€N. On a uy1—up=

Il reste a démontrer que u,, — v, - 0. Pour cela, on majore :
n—-+0oo

Up + Un

Unt1=Untl = —5— = /Un¥n

Up — Up + 2

Up — 0
%car Uy, — Up < 0.

IN

. L . . a—>b L
Par récurrence immeédiate, il s’en suit que 0 < u, — v, < TR Le théoréme d’encadrement assure
alors le résultat souhaité.
Les suites (un)neN €t (vn)nen sont adjacentes, donc convergent vers une unique limite M (a,b) >0,

appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.



2. Par récurrence immédiate, on montre que Vn € N, wu, >0, ce qui justifie en particulier que la
suite (un)nen est bien définie.

On écrit

1 2
u,%_Hfa = —( %+2a+%>a

n

W~

2

«
u%—2a+—2
n

1 ay
A4\, )

En particulier, u%H —a >0 donc u, > /o pour tout n > 1.

—_

W~

Par ailleurs, ’égalité précédente se ré-écrit, pour tout n >0 :

1
2 2 2
U —a = —-(u;, —«
n+1 4'[1,% ( n )
19
< — (u2—a)2
- 4a( " )
, L 9 1 .. 9
Par récurrence sur n > 1, on en déduit que u;, —a < 5 (u1 — @). En particulier, u;;, — « par
(404) n n—+00

théoréme d’encadrement, donc u., = v/a par unicité de la limite.
n—-1+0o0

Remarque. On pouvait aussi démontrer que (u,)nen est décroissante, minorée par /a, et vérifier

que si £ est la limite de (uy,)nen, alors E:%(£+%) d'ou £=,/a.

Exercice 2

1. La fonction f,, est dérivable sur Ry, de dérivée f)(x)=—1—nz""1<0 sur Ry, donc f, est
strictement décroissante. Par ailleurs, f,(0)=1et lim f,(x)=—o00, d’oi existence d'une unique
T— 400

solution u,, a ’équation f,(x) =0 d’apres le théoréme de la bijection.
2. (a). Le résultat suit de la stricte décroissante de f,, et du fait que f,(0)=1 et f,(1)=—1.
(b). Par défintion de uy,, on a :

for1(un)=1—u, — uZ“ = fulun) +up — uZ'H =un(l—up).

Comme u, €]0,1[, on a 1 —u, €]0,1[ d’ou fr+1(u,) >0. Comme f, 41 est elle aussi strictement
décroissante, il s’en suit que w11 > Uy, d’ott la croissance de la suite (u,)neNs-

(c). La suite (upn)nen~ est croissante, majorée par 1 donc elle converge. Par passage a la limite,
I'inégalité 0 < u, <1 implique que 0 < lim wu, <1.

n— 400
(d). Soit ¢ la limite de (un)nen+. On suppose par I'absurde ¢ < 1.

Alors il existe £ >0 tel que pour tout n € N*, on ait u, <1—¢ donc u; < (1 —¢)™. Il s’en suit, par
théoréme d’encadrement, que u;, e 0. Par passage a la limite dans l'identité f,(u,) =0, on en
déduit que 1 —¢=0, d’out /=1, ce qui aboutit & la contradiction souhaitée.

3. (a). On a déja vu que v, =1 —u, €]0, 1] donc en particulier v, > 0.

Par définition de wu,, on a f(u,) =0 donc v, =uj. Il s’en suit que In(v,) =nln(u,) =nln(1 —v,),
et comme v, — 0, on a l’équivalent usuel In(1 — v,) ~ —v, quand n— oo.

n— —+oo

On a donc bien In(vy,) ~ —nwy,.



. . . . -1
(b). Une simple composition de limites associée au résultat de (a) assure que ln<#) = 0.
n n—-1+0oo

Comme —In(v,) — 4+ 00, le résultat est immeédiat.

n— 400
Observons que ln<_12—1(}:")> =In(—In(v,)) — In(n) — In(v,), d’ou
() () Ingn)
(o) —W(on)  —m(o) -
In(z) In(—In(v,))

Par ailleurs, on a — 0, donc par composition, 0. L’unicité de la limite

T Tr— 400

permet alors de conclure que lim M
n—-+oo —ln(vn)

—ln(vn) n— 400
=1, et on en déduit ’équivalence souhaitée.

(c). En utilisant les équivalents de (a) et de (b), on déduit que —nv, ~—In(n), d’ou vnfv#.

2 Intégration
Exercice 1
A)

1 1 ]
1. Ona/ :re’zzdx:f%/ 72xe*I2:f% [e’xz](l):fl(e’lfl):l 26
0 0

2. On fait le changement de variable u=1In(x), du :%dac. Ce changement de variable est légitime
puisque z +— In(x) est de classe C! sur [1,e?]'.

Il s’en suit que :

3. On fait le changement de variable u=./z, du=

classe C! sur [1, 3].

dx, qui est légitime car z — /z est de

1
2T

Il s’en suit que :

e L el )

_ V3 2du

)y 14u?

2 arctan(y/3) — 2 arctan(1)
2r_2m

3 4
r
6

1. Rappelons que dans le cas de l'intégrale d’une fonction continue sur un segment, on a pas besoin que la fonction
du changement de variable soit bijective. Cette condition est en revanche nécessaire pour effectuer un changement
de variable sur une intégrale impropre.



B)

—Vi
1. Notons que la fonction ¢ +— t16+ P est continue en zéro, donc le probléme de convergence se pose
uniquement au voisinnage de +oo.
-Vt -/t T 6
Pour tout ¢ € [1,+00[, on a tle_’_—tQZ 0. Par ailleurs, ¢2- 151€+ T=7 J\r/:/f‘l e_\/ft_:oo 0 par croissance
eVt oo
comparée, donc e O(t_2> quand t — 4o0o0. Comme / = est une intégrale de Riemann
1

convergente, le théoréme de comparaison des intégrales & termes positifs permet de conclure que

otV
I'intégrale [ T dt est convergente.

toope—VE
Il s’en suit que / dt est également convergente.

o 112

2. On présente deux méthodes.

- La fonction ¢: ¢ — In(Iln(¢)) est continue sur |1, 2] donc le probléme de convergence se pose
uniquement au voisinnage de 17.

D’aprés le théoréme de changement de variable pour les intégrales impropres avec %:ln(t), du=

%dt, la fonction ¢+ In(t) étant une bijection de classe C! sur ]1,2], les intégrales [ In(In(¢))dt et
1

In(2)
/ e“In(u) du sont de méme nature.
0 In(2)
Par ailleurs, e“In(u) ~1In(u) quand u— 07, et l'intégrale In(u) du est convergente (en effet,
0
In(u) s’intégre en zln(x) — x et cette fonction a pour limite 0 qund = — 0).

- Quand ¢ — 1, on a l'équivalent In(t) =In(1+ (1 —t)) ~t — 1. Par ailleurs,

In(In(t)) . = In(In(¢)) — In(t — 1)
In(t—1) In(t—1)
In i%?)
~ Tn(t—-1)
— 0
t—+o00

On en déduit que In(In(¢)) ~In(t — 1), et comme In est intégrable en zéro, il s’en suit que ffln(ln(t)) dt

est convergente.
(1
Sin t_2

Par théoréme de comparaison des intégrales a termes positifs, on en déduit que [ 1+ Oosin(tiz) dt est
absolument convergente, donc convergente.

1

<

3. L’inégalité classique |sin(z)| < || montre que

1
. . 1 . 1 2
- Pour l'intégrale / Sm(t_2> dt, le changement de variable u = du=——5dt assure que cette
0

t_Qa

o0 1
intégrale est de méme nature que / sin(u) <W du), qui est absolument convergente.
1 U

- Ou alors, on peut utiliser I'inégalité triviale

(1 .
sm<§>‘ <1 et ¢a suffit & conclure puisque 1 est

continue donc intégrable sur [0, 1].

C)

1. ¢ est clairement définie sur |0, 7| car l'intégrale fjﬂﬁ df n’est pas impropre pour z € |0, .



En effet, pour z =7, () est une intégrale impropre en m, qui vaut | : /2$ df. D’aprés le théoréme
de changernent de variables pour les intégrales impropres, cette intégrale est de méme nature que

fO 51n(9) df, or on a sin(f) ~ 6 au voisinnage de zéro donc L’intégrale ffléde est
2

1 1
sm(@) "0

d1vergente et 5 est de signe constant (négatif) sur [71 0[ donc par théoréme d’équivalent des

27

intégrales & termes de signe constant, on en déduit que f df diverge, et donc f Jovm 9 —df

m(@)
diverge. De méme, on montre que pour z =0, @(x) est une intégrale divergente en zéro, donc la
fonction n’est pas définie. Pour x € |—o0,0[U]r, +00[, ¢(x) n’est pas non plus définie, puisque son
expression fait apparaitre des intégrales impropres divergentes par relation de Chasles.

2. Avec u:tan(g), on a

2u Qtan(g)
2 2
ltu 1+tan(§>

\}
<R
=]
—~
[NIES
~—

On en déduit bien 12—” _

3 sin(6).

3. Soit x €0, 7[. On fait le changement de variable uftan(g) du== (1 + tan (g)) df dans
2

lintégrale o(x), qui est légitime car tan est de classe C! sur }0 [ Il s’en suit que

T q tan(;)1+u2 9
/TF/Qsin@de B Z 2u Xl—l—quu

) faﬂ(z) L
= ln(tan(%>>.

Exercice 2

—ta:2

1
1. Soit x € R. Pour tout t >0, onaem<1don00< —=m <03 Comme 1+ 3~ 3 au
00 ,—ta? 141 1+¢
dt est convergente par comparaison avec une intégrale

voisinnage de 400, l'intégrale /0 e

de Riemann convergente.

400 € ta? .
= zdt=F(z) donc F est paire.

—t(—x)?
2. Pour tout x € R, F(—z)= f+ooe 0 I+

0 1T3 dx



3. (a). La fonction u+ e~* est dérivable sur Ry, de dérivée u— —e ~", qui est bornée par 1 sur
[0, 4+00[. Supposons par symétrie que 0 <a <b.

D’apreés l'inégalité des accroissements finis appliquée sur le segment [a, b], on en déduit que :
lem@—e7? < 1-]a—b|.

(b). Pour z,y€R, on a :

+0067t:v2 _ efty2
F@-F)l = | [

+oo |, —tx? _ —ty?
< / le™™ e )
0

On applique ensuite le résultat de (a) avec a=tx? et b=ty Il s’en suit que
+oo
t
—dt,
1+1¢3
=C

F(z) - F(y)| < |22~ /

1 . .
ou C €]0,4o00[ car # ~ g quand t— 400 donc C est bien une intégrale convergente, et elle
est clairement strictement positive car # >0 quand ¢ > 0.
(c). Soit zg€R. On a |F(x) — F(xg)| < C |z — 23| donc par continuité de la fonction carré, en

passant a la limite quand x — ¢, on en déduit que |F(x) — F(z9)| — 0.
T—XT0

Ainsi, lim F(z) = F(xp) donc F est continue en x.
T—x(

Ceci est vrai pour tout zg € R, donc F est continue sur R tout entier.

Exercice 3

1. Soit >0 et k € N. Par croissance comparée, lim t*e~?*=0, donc il existe to>0 tel que pour
t—+oo

tout ¢ >to, on ait t* e~ <1. Comme ¢ t¥ e~ est continue sur [0, #o], elle y est bornée par un
réel positif M, donc on a t*e~** <max (M, 1) sur [0, +o0].

the=®t _ max (M, 1
1+¢2 — 1+41¢2

: ) . oo dt
Il s’en suit que 0 < , et l'intégrale / e est convergente, donc par
0 +o0 tk‘ e*fbt
théoréme de comparaison des intégrales & termes positifs, 'intégrale / Wdt converge.
0
2. (a). Soit u € R. La fonction exponentielle et C2 sur [0, u] ou [u,0] (selon que u >0 ou u < 0).

D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et u & I'ordre 2, on a donc :

e —1—u| < sup e —
s€[0,u] ou s€[u,0]

2
u
Ul

(b). Soit >0, kN et |h| € ]0,%[. Observons que :

/+oo tk (eiht+ht71) et
dt
0 1412 h

+o0o tk e—xt hi b d
LA - t—1|dt
/0 1+¢2 |n] e+ |

Bk(x —+ h) — Bk(:r)
h

+ Bi11(x)

IN




En appliquant (b) avec u= —ht, il s’en suit que

By(xz + h) — Bi(x)
h

A

+ Bjy1(z)

o0 tk‘ e*fbt (ht)Q eht
o 1+4t2 |p] 2

N 1 B B s Y
2 Jo 142 '

Finalement, en utilisant |h| < %, onarx—h>z— % :% donc —(z —h) < —%. Par croissance de la

fonction exponentielle et de 'intégration, on en déduit le résultat vu la définition de Bk+2(%).

(). Par passage a la limite dans I'inégalité précédente quand |h| — 0, on a par encadrement :

lim Bi(x + h) — Bi(z)

] =0 h = —Brn(@).

Ceci est vrai pour tout x >0, donc By, est dérivable sur |0, +o00[ et Bj(z) = —Bj+1(z) pour x €10,
+o0].

(d). D’apres ce qui précede, By est dérivable sur |0, 4o00[ et Bj(x) = —Bi(z). Comme B; est
dérivable sur |0, +oo[, on en déduit que Bj est dérivable et By (x) = Ba(x).

By est encore dérivable, donc en particulier continu, ce qui justifie que By est de classe C? sur
10, +o0].

c°(1§2—|—1)e te e 1 < 1
De pl B +B = At = trdt=|——etv =—
e plus, on a By(x) o(z) /0 e /0 e [ s } p

3. Il est clair que By(x) >0 et que —By(x) = Bi(z) > 0.

Aussi, Byo(x) < Bo(z) + Ba(z) = 1 donc 0 < By(z) < l, et en intégrant par parties (les fonctions
x x

—tx

étant de classe C! sur ]0, +00[), on obtient :

“+o0 —tx
Bﬂx)::t/ te "
0

1+1¢2

B B t eftx +OO+1 +oo 1—t2 eftxdt
N 1+ x|, z )y (14+1t2)?

+o0 _ 42
l/ e t*dt car 1—t<1
T Jo
1

t e
th et t— —

IN

1+12)2=
ﬁ.

Donc par encadrement, By(x) = 0 et Bj(x) = 0.
T— 100 Tr— 100

) oo —tw too gt
4. (a). —tr < Bo(x)= | 1 dt< '
(a). Comme e <1, on a By(z) /0 14 ¢2 —/0 1+1¢2

Par ailleurs, on peut écrire :

( ) +oo eft:v

B()[L' :/ ——dt
0 14+¢2

1

vz et

dt,
o 1412

- —tx
e te s o~/ _ o VT ot Ba(z)>e VE [ VP E
et sur [O,ﬁ}aonae € € d’on 0(‘1‘) e 0 1+t2 dt.



y
(b). On fait le changement de variable t = tan(u), dt = (1 +tan?(u)) du dans I'intégrale / du.

0
tan(y tan(y)
Il s’en suit que / du= / dt 5 :/ iQ
tan(0) 1+ tan(tan=1(t)) 0 141

+00 5
Par passage a la limite quand y—>g, on a donc / T fll—ttQ = / *du :%
0 0

(c). Par passage a la limite quand x — 0" dans I’encadrement trouvé en (a), on a

—+o00
lim Bo(z) = / _dt
0

z—0t

3 Séries numériques
Exercice 1

1. On a |uy| <

car

4 4 4
n5+cos(n)‘ >n3 —|cos(n)|>n3—1, et :
ns—1

~

n—+oo p/3°

La série E —73 est une série de Riemann convergente car 4 /3> 1.
n>1

D’aprés le théoréme de comparaison des séries a terme positif, on en déduit que la série E Up,

n>1
converge absolument donc converge.

2. On a ’équivalent usuel ln< 1+ 1

1
~ )
Vn Vn
séries a terme positifs, la série E Uy, est donc de méme nature que la série harmonique, qui est
divergente.

1 .
donc Un ™~ D’aprés le théoréeme d’équivalence des

3. On applique 'identité trigonométrique sin(a + b) =sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a) :

sin( 1—|—n2ﬂ'2> = sin(\/l—i—nﬂ' —mr—i—mr)
= sin(\/1+n27r2fn)cos(mr)+cos(\/1+n i fn)sin(nw).

Comme sin(nm) =0 et cos(nm)=(—1)", on a
sin(\/ 1 +n27r2) = (71)”sin(\/ 1+ n?n? — n)

D’autre part, en mutlipliant par la quantité conjuguée, on a

1
Vitn2r24+n

14+n?r2—n =

donc

1
sin 1+n2712> = (-1 "sin(—).
( =D V1+n2r24+n



La suite est positive, décroissante, et converge vers zéro car

. 1
(Sm( V14 n272 +n))n21
sin( L ) ~ L . D’aprés le critére de convergence des séries alternées, on en
VitnInZ+n VitnZnZ4n ’
déduit que la série

Z sin( V1+ n27r2> converge.

n>0

Exercice 2

1. Pour r € R, ((—=1)""1n~%),en- n’a pas de limite donc la série diverge grossiérement.

2. (a). On a:

(71)2p+2 (71)2p+1
e N O R N §
1 1

@+ @pr1)

>0,

et

(10 (1
U2p4+3 — U2p+1 = -
P P 2p+3)®  (2p+2)"

1 1

<0,
(2p+3)*  (2p+2)* ~

donc la suite (u2p)pen~ est croissante, et la suite (u2p11)pen est décroissante.
Par aill A 0 0
ar ailleurs, ugp41 — Ugp = Op 17 @pED) pT70c0 POUr > 0.

On en déduit que ces deux suites sont adjacentes, donc elles convergent vers une méme limite S(z).

(b). Soit e > 0. D’apres ce qu’il précede, il existe ny € N* et ng € IN* tels que pour k >nq on ait
|ugr — S(x)| <e et pour n >ng on ait |uggr1 — S(z)| <e. On pose ng=2max (ny,ng) + 1.

Alors pour tout n > ng, soit n est pair et n =2k avec k >nq, soit n est impair et n =2k + 1 avec
k > no, donc dans tous les cas on a |u, —S(z)| <e.

(c). Cest la définition de la limite.

(d). Comme (usp)p>1 est croissante, elle est toujours inférieure ou égale a sa limite, et comme
(u2p+1)p>0 est décroissante, elle est toujours supérieure ou égale & sa limite.

On a donc ug, < S(z) <ugps1 <ugp—1 (ol la derniére inégalité vient juste de la décroissance de
(U2p41)peN:
1 < 1

. édui i préce < — Uy < — Uy, =
(e). On déduit de ce qui précéde que 0< S(x) — uzp < Ugpt1 — Uzp TS

et que

Ugp — Uzp—1 < S(x) —ugp—1 <0, donc S(z) — ugp_1 2(2—]1))93'

Dans tous les cas, on a bien |S(z) — uy,)| S—(nJr e

10



Exercice 3
1. (a). Ve >0 Ing e N*, Vn > ny, |a, — €| <e/2.

(b). Soit £ >0, et ng comme dans la question précédente.

n—1

1
R =— i "écrire :
emarquons que £ - Z £, ce qui permet d’écrire
k=0
—1 n—1
1 ”Z 1
E ap — 6 = E (ak- — 6)
k=0 k=0
—1
1 n
< — lax — £].
n
k=0

En séparant la somme selon que k >ng ou non, et en utilisant la définition de la convergence de
(an)nen vers £, on en déduit que :

1n71 1n071 1n71
EZ ak—f S E |ak—€|+gz |ak—€|
k=0 k=0 k=no
1”0_1 n—ng €
— 1o
S g lm—lr—=="3
k=0
17 €
< — — —.
s o |ak f|+2
k=0

(c). On pose C'= 220251 |ax — £|. Notons que C' est une constante indépendante de n : on a donc :

g — 0.
n n—+oo

C o e .
Aussi, il existe ny € N* tel que pour n > nq, on ait o < % En prenant n > max (ng, n1), on déduit
alors de la question précédente que :

< e

1n71
~> an—t
k=0

La suite (vp)nen+ converge donc vers £. C’est le bien connu théoréme de Cesaro.

2. (a). Montrons par récurrence sur n € N que u, € [0,%] et que (up)nen est décroissante.
Pour ce faire, observons que I'inégalité usuelle [sin(z)| < |z| s’écrit sin(z) <z pour z €0, %]
Initialisation : ug :% et u; = Sin(%) < %
Hérédité : on suppose le résultat vrai pour un certain n € N, donc u,, € [0, %], donc sin(uy,) <y,
donc 0 <upq1 <up< %. L’hérédité est donc acquise, ce qui conclut la récurrence.

Aussi, la suite (u,)nen est décroissante, minorée par zéro, donc elle converge, et sa limite ¢ vérifie
sin(¢) = ¢ <= ¢ =0 (étudier la fonction x+— sin(z) — z sur [0,7/4]). Donc u, = 0.
n— oo

(b). Prenons a=2. On écrit :

1 1 u%—u%_H
Up 1 U_% o Un 1
~ul —sin(un)?
u? sin(uy,)?

11



Un développement limité de sin?(z) a ordre 4 quand z— 0 donne :

w3 2 o
sin(u,)? = <un — F" + o(u%)) = <u% — ?” +o(u}) )

4 4
On en déduit que u2 — sin(u,)? :% + o(ui), donc le numérateur est équivalent a %
Par ailleurs, un simple DL a lordre 1 du dénominateur (ou disons, I’équivalent usuel de sin(uy,))
donne uZ sin(u2) ~ up.
. 1 1 1
On en déduit que —— ——~ 3.
3
un+1 un
(c). On déduit des questions précédentes que :
-1
hp LN~ L 11
n—too M A up gy, 3
n—-1_1 1 1 . o 1 11 16
La somme ), — PEa— est téléscopique et se simplifie en vt e
s 1/1 16 1 1 16 1 n, 16 16
On en déduit que Z(u_i_?> ~ 3, donc U—%—F:%—i—o(n), donc E:%"‘F"'O(n)’ et —=o(n),

sy o 1 n 2 3
douEngro(n),doncun \/;

. 1
La série ) —_—
n>1/n

par théoréme d’équivalent des séries & termes positifs.

est une série de Riemann divergente, donc la série de terme général u,, diverge

Exercice 4

. 2 1 . .
1. Par croissance comparée, wgnﬁ) — 0, donc |uy(t)|= 0(—2 . On en déduit que la série
n: n—+00 n

Z un(t) converge absolument, donc converge.

Ecrivons :
n n Atk
—(—e
ur(t) = Z ( k! )
k=1 k=1 '
n
B —(—eM)E
= 1-) —
k=0
+oo
On reconnait une série exponentielle, d’oil up(t)=1—e"
k=1

2. (a). Comme f est continue sur le segment I =0, 4], elle y est bornée par un réel M >0, et
pour tout t€l, on a :

FO R = |f(B) D

IA
<
N



En effectuant le changement de variable ¢ =k —n dans la somme ci-dessus, et en remarquant que
(g+n)!=nlx(n+1)---(n+gq—1)x(n—q)>n!x1x---x(g—1) x ¢g=nlq!, on en déduit que

(g+mn) Xt

o0 e
MZ (g+n)!

q=0
+oo

— et E
q=0

| f(t) Ru(t)|

IN

qut

IA
s

@,

S

hS

L[]

too gtA
e . . ed
ou on a utilisé que t < A et la croissance de la fonction ¢ — g

q=0

pour écrire la derniére inégalité.

(b). Soit n >2. Notons S,,( Z ug(t
k=1

On écrit :

k+1 A
Z / M F(t) dt — / S(t) f(t)dt| = t — S(t)] dt
= 0 0
A
< [l ro)ar
D’aprés la question précédente,
A M too quA
[rorlar < affenay oo
0 q:
q=0
— ., 0 par croissance comparée.
(ZDEFL A :
On en déduit que lim Y7 1 [y e f(t)dt —fo f(t) dt, autrement dit que

n— oo

oo k+1 A
ekt = — exp(—e )
g / f(t)dt /0 (1— exp(—eM) f(t) dt

3.Ona lim eM=+o00donc lim (1—exp(—e*t))=1.

t—+o00 t—+o00
5
4. Soit € >0 et § >0 tel que / exp(—eM) dt <e.
0

Ona:

IN

A
/O exp(—e)|£(2)] dt

/OA(lexp /f dt‘

IN

A
M/ exp(—e*t) dt.
0

IN

A
Me + M/ exp(—eM) dt
5

IN

A
Me + M/ exp(—er?) dt
5

Me + M(A —§) exp(—eM?)
Me + M Aexp(—e??).

IN

13



Comme exp(—e?) = 0, il existe A >0 tel que pour tout A > A, on ait exp(—e*?) <e.
— 100

A

On en déduit que pour tout A> A, on a

A A
[0 s0- [ f(t)dt] < Me(1+A),
0 0

A A
Ceci implique que )\lim (1 —exp(—eM)) f(t) :/ f(t)dt, et donc d’aprés la question 2,
— +00

question 0 0

A oo (—1)k+1 A

/ ft)dt = lim —|/ eFAt £(t) dt.

0 /\~>+ook:1 k! 0

Algébre

1 Applications linéaires & Polynémes

Exercice 1

1. Soit A1,..., A\, €R tels que A1 fi+ -+ A frn=0. On souhaite montrer que A\; =0 pour tout
1 €[0,n]. On propose deux méthodes.

Méthode 1.

On pose P=X\1 X + X X?+ -+ X, X" € R[X]. Alors pour tout x € R, P(e®) =0. Comme x — €®
est une bijection sur R, ceci implique que P s’annule une infinité de fois, donc P =0.

Il s’en suit que tous les coefficients de P sont nuls, donc A\ =---=X,, =0.

Méthode 2.

On factorise par le terme dominant, pour obtenir, pour tout x € R,
M fi(@) 4 A falz) = @ (Ae T A e ).

Légalité A1 f1+ -+ 4+ A frn=0 implique en particulier que Ay el=mz 4 4N, e+ N\, =0.
Par passage a la limite quand « — +00, on en déduit A\, =0.

On est donc ramené a A fi+ -+ Ap—1 fn—1, et le méme argument répété n — 1 fois permet
d’obtenir la nullité de tous les ;.

2. (a). Soit (z,y) €Ker(f). On a {i‘;:gzig <:>y:§x, donc Ker(f)zVect(l,%).

Soit (x,y) € Im(f). Alors il existe (a,b) € R? tels que { iz:zgiz .

On en déduit que { gi_y?’_bZ"L = { Zigi —3b En particulier, y =2z implique que (z,y) = (z,

2z)=x(2,1), donc (z,y) € Vect((1,2)). Donc Im(f) C Vect((1,2)).

14



D’aprés le théoréme du rang, on a dim(R?) = dim(Ker(f)) +rg(f) donc rg(f) =1, d’ou Im(f) =
Vect(1,2).

Autre méthode : on a

Im(f) = {(22 -3y, 4z —6y), (v,y) €R?}
= {2(2,4) - y(3,6), (z,y) eR?}

Vect((2,4), (3,6))

= Vect((1,2)).

(b). Soit P € Ker(f). Alors P'=0 donc P € R. Réciproquement, si P=X€R, on a bien P'=0
donc f(P)=0. Donc Ker(f)=R.

Démontrons que Im(f) =R[X]. Pour P € R[X], on pose Q(z)= waP(t) dt. Alors @) est encore un

polynome de R[X] : en effet, si P(t)=a,t"+ -+ + a1t + aop, alors Q(z) Zanf:—:—i- - 4agpt.

On a alors P= Q"= f(Q) donc R[X]CIm(f), et 'inclusion réciproque est triviale.

Exercice 2
1. Trivial.
2. Notons que par définition de W, on a WQ € E pour tout Q € Ro[X].

L’application ¢ est linéaire par linéarité du produit, et pour @ € Ker ¢, on a WQ =0 avec W +£0,
donc par intégrité de R[X], il s’en suit que @ =0, d’ou Ker ¢ = {0}.

Aussi, ¢ est une application linéaire injective.

Soit P € E. Alors P a pour racine 0 et 4, donc P est divisble par X et par X —4 qui sont des
polynémes premiers entre eux, donc W =X (X —4) divise P, ce qui veut dire qu'il existe Q € R[X]
tel que P=WQ. Cette égalité implique en particulier que deg(Q) =2, donc @ € Ry[X].

On en déduit que Im(¢) =FE, donc ¢ est une application linéaire surjective.
Ceci conclut que ¢ est un isomorphisme entre les espaces vectoriels Ro[X] et E.

3. Comme ¢: R%[X] — E est un isomorphisme, I'image (¢(1), ¢(X), #(X?)) de la base canonique
(1, X, X?) de Ro[X] est une base de E. Donc une base de E est donnée par (W, XW, X2W), et
dim(F) =3.

4. (a). A est clairement linéaire, et pour @ € Ro[X], on a deg(A(Q)) < max (deg(Q(X + 1),
deg(Q))) donc deg(A(Q)) <2, donc A(Q) € Ro[X]. Il suit que A est un endomorphisme de Ra[X].

(b). Soit Q € Ry[X]. On écrit Q(X)=aX?+bX +c avec (a,b,c) € R®.

Alors A(Q)=a[(X +1)2 =X +b(X +1—-X)+c=a(2X +1)+b+c=2aX +a+b+c. Donc si
Q#0, deg A(Q) =deg(Q) — 1 et si Q=0, deg(A(Q)) = deg(Q) = —o0.

(c). Soit Q € Ker(A). Alors Q(X +1) =Q(X).

Ecrivons Q(X)=aX?+bX +c. Dans ce cas, QX +1)=aX?+ (b+2a)X +a+ ¢, donc en
identifiant les coefficients de chaque mon6me, on obtient :

a+c=c — a=0
b+2a="> b=0"

donc @ est un polynéme constant. Réciproquement, si Q@ =A€R, on a bien Q(X +1) — Q(X) =
A —A=0, donc on en déduit que Ker(A)=R.
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D’aprés (b), on a Im(A) C R4[X]. Par théoréme du rang, on a rg(A) =2, ce qui conclut que
Im(A) =R;[X].

(d). Soit P € Ry[X]. D’aprés (b), on a deg(A(P)) <deg(P)— 1, donc en itérant, on a :

deg((AoAoA)(P)) deg(P)—3

0.

AN

On en déduit que deg(AoAoA)=—o00 donc AocAoA=0.
5. (a). On écrit :
fofof = ¢poAogp lopoAop lopoAogp™?
= ¢voAvo¢_1

= ¢o00 ¢! dapres 4.(d)
= 0.

(b). Soit P € E tel que f(P)=0. Alors ¢o Ao ¢~ 1(P)=0, donc Ao ¢~ 1(P)=0, donc ¢p~1(P) €
Ker(A), donc ¢~ }(P) € R, donc P = ¢(¢~H(P)) € ¢(R) = Vect(W).

Réciproquement, si P € Vect(W), alors P=AW, donc par unicité ¢p—1(P)=\, donc Ao ¢~ H(P)=0,
donc f(P)=0.

Remarquons que pour P € E, on a deg(¢~(P)) <2 donc deg(Ao ¢~1(P)) <1, donc deg(¢po Ao
¢~ 1(P))<3. On a donc f(P)€ Ra[X], donc Im(f) C R3[X].

Par théoréme du rang, rg(f) =4 — dim Ker(f) =3 donc on en déduit Im(f) =R3[X], et une base
de Im(f) est donnée par (1, X, X?).

Exercice 3

1. (a).Ona (f—1d)2+ fo(2Id— f)=f2—-2f+Id+2f— f?=1d.
(b). 11 suffit d’évaluer 1’égalité précédente en x € R™.

(c). Soit z € R", écrit sous la forme z = (f —1d)?(z) + (fo (2Id — f))(z).

Ona f((f—1d)%(x))= fo(f—1d)?(x)=0 par définition de f donc (f —1Id)?(z) € Ker(f), et il est
clair que (fo(2Id— f))(z)= f((21d— f)(x)) €Im(f). On en déduit que R™=Ker(f)+ Im(f).

Par ailleurs, pour z € Ker(f) NIm(f), il existe y € R™ tel que x = f(y), et on a f2(y) =0, donc
fo(f —1d)(y) = f(y), done f(y)=0, donc z=0, donc Ker(f) NTm(f) = {0}.

On en déduit que R™=Ker(f) & Im(f).
2. (a). Soit P=aX + b€ R4[X] un tel polynéme. Alors P doit vérifier :

i(Xfl)(Xf4)+aX2+bX:1 = <a+%>X2+<b%)X0

1 5
< a—fz et b—Z

Donc le polynéme P(X)= —%X —l—% est (I'unique) solution au probléme.

(b). En évaluant ’égalité vérifiée par P en 'endomorphisme f, on obtient :
L(f-1d)o(f—ald)+ fo —~f+2) = 1
4 4 4 ’
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d’ou pour tout z € R",

1 1 5
T = Z(fId)o(f4Id)(x)+fo<zf+z)(x).

On montre alors comme précédemment que %(f —1Id)o (f —4Id)(z) € Ker(f) et que fo <—% f+
%)(a@), et on vérifie également que Ker(f) NIm(f)={0}, ce qui montre que R"™=Ker(f)®Im(f).
3. (a). X divise P car P(0) =0, donc P s’écrit sous la forme X(a; +as X--- +a, XP~1) =
a1 X +---+a, XP avec p >2 (car deg(P)=2).

(b). Soit x € Ker(f) NIm(f). Alors il existe y € R™ tel que = f(y). Par ailleurs, on a f2(y) =0
donc en particulier, pour tout n >2, f™(y)=0.

En remarquant que P s’écrit aussi P= (a1 +a2 X -+ +a, XP~1) X et en évaluant cette égalité en f

puis en y, on obtient 0= P(f)(y)=(a1+az f--- +a, fP1)(f(y))=a1 f(y), dou f(y)=0 comme
a1 #0. Il s’en suit que =0, donc Ker(f) NIm(f)={0}.

Pour la question suivante, on cherche un polynéme @ vérifiant 1+ %X 4+t %X”_ L+ XQ(X)=
1 1
1.

11 suffit de prendre Q(X) :%+%X 4. +%XP—2,
1ar 1

On a alors Id+2f+ “e +&fp*1+ fo <2+Ef+ e +& pr) =1d, et on montre comme
ai ai a  a ai
dans les questions précédentes qu’on en déduit R"™ = Ker(f) & Im(f).

(c). Dans la question 1, P= X (X —1)2, et dans la question 2, P= X (X —1)(X —4). Ce sont tous
les deux des polynémes annulateurs de f vérifiant P(0) =0 et P’(0) =0.

La question 3 est donc bien une généralisation des deux précédentes.

Exercice 4

1. La fonction ® est linéaire par linéarité du produit et de 'intégrale. Pour f € F, on écrit

w1 e =t | ) ) du / "wqlu) flu) du.

Le théoréeme fondamental de l'intégration assure alors que la fonction ®(f) est dérivable, et sa
dérivée est donnée, pour tout ¢ € [0, 1], par

o)) = | ) Flu) du+ ta(t) F(2) — tq(t) £(2)
-/ '4(w) £(u) du.
0

Encore via ce méme théoréme, la fonction ®( f)’ est dérivable et sa dérivée vérifie :

vte [0, 1] o(f)"(t) = q(t) f(t),

donc ®(f)” est continue. Il s’en suit que ®(f) est de classe C? sur [0,1]. En particulier, ®(f) € E
donc ® € L(E).

n
2. (a). On montre que " vVt €1[0,1] | fn(t)| <|lqll% ||f0||oo% " par récurrence sur n € N.

0
Initialisation : pour ¢ €[0,1], on a fo(t) = f(t) et | F()] < flloo = la/|% - || f oo ~%, donc linitiali-
sation est acquise. ’
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n
Hérédité : on suppose, pour un certain n € N, que ¥t € [0,1], | fn()| <|l¢|l% HfOHOOt—'.
n!

Soit ¢ € [0, 1]. Par définition,

Fusal®)] = [2()00)
/0 (t =) q(u) fulur) du

IN

[ le=ul lat@ ) de
0

n
Pour v €10,¢], on a |g(u)| <||¢]leo- Par hypothése de récurrence, | f,(u)| < | ¢|l% HfoHoo%, et pour

finir, on a |t —u| <1 pour 0 <u <t <1. On déduit de ce qui précéde et de ces trois inégaiités que :

a1 11
lal “—,/u”du
- JO

* n

| frr1(t)]

IN

tn+1

_ n+1

L’hérédité est donc acquise, et ceci conclut la récurrence.

n

(b). Soit t €[0,1]. Par croissance comparée, ||q||% || f0||oo% = 0 donc par théoréme d’encadre-
I'n—+4o0

ment, on déduit de la question précédente que | f,(t)] — 0.

n— 400

Ceci singnifie que la suite (f,(t))n>0 converge vers zéro.

3. (a). L’application A est clairement linéaire par linéarité de la dérivation. Soit f € Ker(A). Alors

f vérifie f(0)= f'(0)=0.

Soit t €[0,1]. Comme f € F(q), on a f"(t)=®"(f)(t) d’aprés le résultat de la question 1. En
intégrant cette relation, il suit que f'(t)=®'(f)(t) +c, avec c € R. En évaluant en zéro, on trouve

c= f'(0)=0.

En intégrant encore une fois, on a f(t) = ®(f)(¢) + d, et en évaluant encore en zéro, on trouve
d= f(0)=0, d’ou f(t)=®(f)(t). Ceci est vrai pour tout t € [0, 1] donc f=&(f).

Par récurrence immédiate sur n € N, la suite (f(t))n>0 est constante égale a fo(t) = f(¢). Un
passage a la limite quand n— +oo permet alors d’obtenir f(¢) =0 pour tout ¢ € [0, 1], donc f=0.

11 suit que Ker(A)={0}, donc A est injective.

(b). Comme A est injective, on a dim(F'(q)) <dim (A(F(q))) (par exemple via le théoréme du
rang), donc dim(F(q)) < 2.

2 Matrices

Exercice 1

Aprés calcul, on obtient :

L[ 3 5 4
R s
14 7
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Exercice 2

Ona A+B=A(B'B)+B=(AB~'+1,) B, donc il suffit de démontrer que AB~!+ I, est
inversible. D’autre part, on a

2

(I,+AB™! Z

k=0

(I,+AB 1Y) (I,—AB~ '+ A2B~?)
= I,—AB 14+ A2B"24+ AB~1— A2B~24 A3B2
= Ina

donc I, + AB~! est inversible, d’inverse I,, — AB~' + A2B—2.

On en déduit que A+ B est inversible, d’inverse égal & B! — AB~2+ A2B~3.

Exercice 3
1. Trivial.
2. On écrit Tr (AB)=3")_, (37, aribir) et Te(BA) =37 (30 bri air).

Donc Tr(AB)=%",_, (3", biraxi). On intervertit les deux signes sommes pour obtenir

TY(AB) i (i b; ka;ﬂ>

=1

3.0naTr(fAA) =Y, (O akiain) =3 _, O awain) =, (X0, aky).
4. (a). On a U e M, 1(R) et 'V € M; »(R) donc UV € M,(R).

Par définition, (U 'V )i; =" _, ik vjx = ; v;.

(b). On en déduit TrU 'V = Z:zluk V.

Uypvr - ULUn
(). Ona UtV =| " “2" |, Comme U et V sont non nulles, il existe j € [1,n] tel que

Un V1 Un Un

vj#0. Alors toute colone C; de UV avec i+ j s'écrit
u1
Up,
donc toute colone de UV est proportionnelle & Cj. On en déduit que Vect{C1,...,Cy} C Vect(U)

donc rg(U'V) <1. Par ailleurs, C; est non nulle car U est non nulle, donc Vect{C1,...,C,}# {0},
donc rg(U'V) =1.

5. (a). Comme dim Vect {C1,...,C,} =1, il existe jo € [1,n] tel que C; est proportionnelle & Cj,
pour tout j € [1,n], donc il existe «; € [1,n] tel que C; =y Cj,.

(b). On pose U =C}, et V:( ;1

Qn

) Alors (U tV) (Cjo)i Q= (C])L = Qjj5-
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On en déduit A=UV.
6. On a démontré que A est de rang 1 ssi U,V € M,, 1(R) non nulles telles que A=U"'V.
7. On a dans ce cas A=U'V donc A2=UVU'V =U (*VU) 'V.

Notons que ‘VU € M; 1(R) =R donc ‘VU est une constante, donc
A2 = WU)x UV = ('VU) A.

D’autre part, 'VU =Y"}_, vgup=Tr(U'V) =Tr(A) donc A%=Tr(A)A.

Exercice 4
1. Trivial.

2. Pour déterminer la matrice A= (ai;j)o<i,j<n de fm, on va évaluer f, sur les éléments 1,..., X"
de la base canonique de R,,[X].

Soit j € [0,n]. D’apres la formule du bindome de Newton, on a

FnlX0) = (X m)
- £ {(0))e

11 s’en suit que la matrice A a pour terme général A(i, j) = < i >mj—i.

3. (a). Soit PeR,[X]. On a ¢™(P)=(fi0--0 fl)(P)zP(XJrl +e +1) =P(X +n)=fm(P).

n fois

Ceci étant vrai pour tout P € R,,[X], on a bien ¢™ = fp,.

(b). Comme A est la matrice représentative de f,, dans B et que T est la matrice représentative
de ¢ = f1 dans B, 'égalité f,, = @™ s’écrit matriciellement A=1T"".

Par ailleurs, T'(i, j) = < i >1j_i:<z ) donc A(i, j) = < i >mj_i=mj_iT(i,j).

4. L’application f,, est un isomorphisme. En effet elle est linéaire, et bijective car sa fonction
réciproque est donnée par f,.'(P)=P(X —m).

Il s’en suit que A est inversible, d’inverse A~! dont le terme général est donné par A~1(i, j) =
(=1)7 " A, j)-

5. En prenant m =1, on déduit de la question précédente que T est inversible et que son inverse
a pour terme général T'(i, j) = ( ] )(—1)j_i.

D’autre part, de la relation T x T~!=1I,,, 1 on déduit par définition du produit matriciel que pour
tout (i,j) € [1,n+1]?,

5y = S TGk T\ (k. J)

o &; ;=10 % “#J est le symbole de Kroenecker.
»J 1 si i=j
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En particulier, si (p, q) € [0,n]? sont tels que p< ¢, on a
- E\( 4 - E\( 4
—_1)a—F — —_1)a—F
> o ()(8) = 5 e ()(E)
k=p k=0

car ( l; >:O sik<pet ( Z >:O si k> g, d’ott d’aprés ce qu’'on vient de montrer,

2 (5 )(1) -

= Ocar p#gq.

3 Probabilités

Exercice 1

1. Si X suit une loi géométrique de paramétre p € [0,1], on a X (2) C N* donc X (w) > ¢ pour tout
t€10,1], donc Y(w) = fOIX(w) dt =X (w) pour tout w €, donc X =Y.

2. (a). Comme X prend ses valeurs dans {—1,0,1},ona P(X=0)=1—(P(X=-1)+P(X =1)).
On en déduit que P(X =0) :%.

(b). Soit we N et t€]0,1]. Si X(w)=-1ou X(w)=0, alors max (X (w),t) =t, d’on Y (w) :%.
Si X (w) =1, alors max (X (w),t) =X (w) donc Y (w) =X (w)=1. On a donc bien Y (w) = {%, 1}, et
le raisonnement précédent montre de plus que :

IP(Y%) = P(X=-1)+P(X=0)

3
47

tandis ce que P(Y =1)=P(X =1) :%. Ceci détermine entiérement la loi de Y.

Pour calculer I'espérance, la formule de transfert donne

]P(Y:%) +1P(Y =1)

+

)

®o|lw N~

2
8

N

et pour la variance, on calcule d’abord le moment d’ordre 2, qui vaut

E[y? — l]P( =%>+1]P(Y:1)

4
3 1 7
167116

d’oll

7 25
T 16 64
3
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import numpy.random as rd
def Y():
u=rd.random()
if(u < =0.75):
y=0.5
else:
y=1.0
return(y)

4. (a). On a X(Q)=N. Pour w €, soit X(w) > 1, auquel cas Y (w) =X (w), soit X (w)=0, auquel

cas Y (w) :%, ce qui montre que Y (w) € {%} UN*,
Donc Y () C {%} UN* et I'inclusion réciproque est triviale. La loi de Y est donnée par P(Y :%) =
P(X =0)=e"" et pour tout ke N*, P(Y =k)=P(X =k)= 2| e .

(b). L’espérance de Y est donnée par E[Y]=E[X]+ ; A= )\Jr—e A, le moment d’ordre 2 de Y’

vaut E[Y?] = E[X?] 4 5 LeA=x24 +—e_>‘, et la variance de Y vaut Var(Y) = 2+ X\ + 46_A
1 _\\2__ 3 —A 1 _ox
(/\—1—56 ) —)\ —Z —Ze 2 .

Exercice 2

1. Par définition, onawEB(z)weﬂ ® Ap<e=VYneN* Jk>n wedp<=wcoot®de

Ap.

=1 k n

2. D’apres l'inégalité de Boole, on a pour tout N >n,
N N
]P( U Ak> < ) P(Ap).
k=n k=n

Comme la série de terme général IP(Aj) converge, la suite (Zk  P(Ag))N>n converge et sa limite
vaut Z+°° P(Ag). D’autre part, on sait d’aprés un théoréme du cours que

N +oo
S 20 a) - #(U &)

et on peut alors utiliser le théoréme de prolongement des inégalités dans I'inégalité de Boole pour
obtenir le résultat souhaité.

3. Comme la suite (By)n>1 est décroissante pour linclusion, d’aprés le théoréme de la limite
monotone, on a

]P(Jﬁo Bn> = lim P(By,).

n——4oo
n=1

D’autre part, d’aprés la question précédente,
0<P(B Z P(Ag),

et la suite (Z+°° P(Ag))n>1 converge vers zéro en tant que reste d’une série convergente. D’apres

le théoréme de prolongement des inégalités, on en déduit que lim P(B,)=0.
n— —+00
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Exercice 3

1. En utilisant le fait que P(X =k)=P(X >k —1) —P(X > k), on se raméne a une somme
télescopique :

E(P(X >k—1)—P(X >k))

NE

i EP(X=Fk) =
k=0

ke
Il
—_

(kfl)IP(X>k71)kaP(X>k)+i P(X>k—1)
k=1

I
NE

>
Il
—

I
NE

P(X >k—-1)—nP(X >n)

3 >
[l
—_

= P(X >k)—nP(X >n). (%)

>
Il
o

2. Comme la série > IP(X =k) converge, on peut écrire

+oo
nP(X>n) = Y nP(X=k)

k=n

+oo
> kP(X =k),
k=n

IN

Si X admet une espérance, la suite zion kP(X =k) converge vers zéro comme limite d’une série
convergente, donc comme nIP(X >n) >0, le théoréme de prolongement des inégalités permet d’en
déduire que nP(X >n) — 0.

n—-+oo

Par passage a la limite dans ’égalité (x) on en déduit le résultat souhaiteé.

3. On suppose que la série ), P(X > k) converge.

D’aprés la question 1, on a

Z EP(X=k) = P(X >k) —nP(X >n)
k=0

La suite (3, _,kP(X =k))nen est croissante et majorée par Z;i% P(X > k) donc elle converge,

ce qui montre que X admet une espérance.

Dans ces conditions, on a déja montré a la question 2 que E[X] = zioo P(X > k).

Exercice 4

1. On applique l'inégalité de Markov :

P(|X -Al=)) <

> =
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D’autre part, on a {X —A>A}C{|X = A|> A} donc P(X —A>)) <

Il s’en suit que P(X >2)) < %

> =

2. (a). Comme indiqué, on pose Y = (Z + )2, et on applique I'inégalité de Markov, pour obtenir

P(Y|>(@+2)) € o

E[[Y]].
Notons que Y est positive donc |Y | =Y. Par linéarité de 'espérance, E[Y]|=E[(Z +z)% =E[Z?] +
22 E[Z] + 22

Comme Z est d’espérance nulle, on a E[Z] =0 et Var(2) =E[Z?%] — (E[Z])?=E[Z?], donc E[Z?] =
o2, On en déduit que E[Y] =02+ 22, d’otl

0%+
P(Y >(a+z)?) < ara?

Maintenant, remarquons que par croissance stricte de la fonction racine sur R4, on a 1’égalité
d’événements {Y > (a+2)?}={(Z+2)?>(a+2)*}={Z+x>a+x}={Z >a}, ce qui donne
I'inégalité souhaitée.

24 .2
(b). La fonction h: z 2 % est dérivable sur R4, et sa dérivée vaut
(a+x)?
Wi(z) = 22(a+x)?—2(a+2)(0? +2?)

(a+z)*

On a donc h'(z) >0<=z (a+2)?> (a+z)(0? +2%) <= z(a+x) > 02+ 22 (car a+ 2 >0).

2
Or z(a+z)> 02+ 22 azx>02<=z > Il sen suit que h'(z) >0 sur [%2, +oo[ et h'(xz) <0
a

4

o
. 2 2 ol 4+ = 2
o .. g . o a2 o
sur | 0,—/, donc h admet un minimum en — qui vaut A| — | = N g
a ( o ) o?2+a
a+—
a

et en évaluant I'inégalité de la question 2. (a) en x :%, on obtient donc I'inégalité souhaitée.

(c). On applique I'inégalité de 2. (b). avec Z =X — A, qui est centrée de variance o = Var(Z) =
Var(X) = A, et avec a=A. On en déduit

A

—A> <
P(X-A2)) < 1Ty
1

A+17
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