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1 Espaces affines euclidiens. Notion de distance.

1.1 Applications affines, généralités.

& et F désignent des espaces affines, dirigés respectivement par E et par F' des espaces
vectoriels sur un corps k.

Définition 1. Une application @: £ — F est dite affine si il existe O € € et une application
linéaire f € L(E, F) tel que :

VM eE @(OM)=p(0)p(M)
On dit que f est la partie linéaire de @, et on note f=: p.

Proposition 2. Soit H un espace affine dirigé par H. Si f:€£ — F est affine et g: F —H

est affine, alors leur composée go f: € —H est encore affine, de partie linéaire fog= fo g.
Une application affine ¢ est bijective si et seulement si sa partie linéaire  l’est. Les

bijections affines de £ dans lui-méme forment un groupe, le groupe affine GA(E).

Théoréme 3. L’application { EA(‘g) — GL(E)

— @
Son noyau est le groupe des translations de &, isomorphe au groupe (E,+).

est un morphisme surjectif de groupes.

Théoréme 4. Soit f € L(E, F). Pour tout couple (O,0’) € E x F, il existe une unique
application affine p: & — F qui envoie O sur O’ et qui vérifie g = f.

Corollaire 5. Soit O € £. Alors toute application affine p: £ — £ s’écrit de maniére
unique sous la forme p =t, 01, ou t, est une translation de vecteur u € E et ¢ est une
application affine fixant O.

Théoréme 6. Soit p: £ — £ une application affine. On suppose que E =Ker(@ —1d) &
Im(@ —1Id). Alors il existe un unique v € E et une unique application affine 1: € — £ avec
un point fize tels que :

v)=v et p=tyo9

De plus, t, et ) commutent.

1.2 Isomeétries affines

(E, |Ile) et (F,|.]|r) désignent des espaces euclidiens.

Définition 7. On appelle espace affine euclidien sur l’espace euclidien (E, ||.|g) un
espace affine € dirigé par E. .
E est muni d’une distance donnée par dg(A, B) =||AB||g pour tout A, B€E£.

Dorénavent, £ et F désignent des espaces affines euclidiens, dirigés respectivement par
FE et par F.

Définition 8.
On dit qu’une application f: E — F est une isométrie vectorielle si || f(z)||r = ||z
pour tout x € E. On note O(E) l’ensemble des isométries vectorielles de E— E. .
On dit qu’une application f: € — F est une isométrie affine si ||@(A)p(B)||lr=||AB|E
pour tout A, B€E. On note Isom(E) 'ensemble des isométries affines de € — E.

Exemple 9. Une translation est une isométrie affine.
Une homothétie est une isométrie affine si et seulement si son rapport est 1 ou —1.
Une symétrie est une isométrie si et seulement si c’est une symétrie orthogonale.

Proposition 10. O(E) est un sous-groupe de GL(E), et Isom(E) est un sous-groupe de
GA(E).

Si p est une isométrie vectorielle, sont déterminant vaut —1 ou 1.

Proposition 11. Soit p: £ — £ une application qui préserve les distances. Alors ¢ €
Isom(€).

Définition 12. On appelle groupe spécial orthogonal de E, et on note SO(E), le noyau
du morphisme det: E— {—1,1}. C’est un sous-groupe distingué de O(E).

On appelle sous-groupe des déplacements de &, et on note Isomt(€) le noyau du
morphisme det: £ — {—1,1} défini par det(yp)=det(@). C’est un sous-groupe distingué
de Isom(€).



Une isométrie affine qui n’est pas un déplacement est appelée un anti-déplacement.

1.3 Distance. Matrices et déterminants de GRAM.

E désigne un espace préhilbertien (réel ou complexe) de dimension n € N*.

Définition 13. On appelle matrice de Gram de (z1,...,xy) € E™ la matrice ({x;,
xj))1<i,j<n et déterminant de Gram le déterminant de cette matrice, noté G(x1,...,Ty).

Exemple 14. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On muni L2(Q, F,P) du produit
scalaire (f, g) =E[fg].

Si X: L3(Q, F,P) — (R® B(R")) est un vecteur aléatoire, sa matrice de variance-
covariance, donnée par (Cx);j = Cov(X;, X;) = (X; — E[X;], X; — E[X}]) est une matrice
de Gram.

Son déterminant de Gram est appelé variance généralisée du vecteur X.

Proposition 15. Toute matrice de Gram est hermitienne positive. Réciproquement,
toute matrice hermitienne positive est une matrice de Gram. De plus, la matrice de Gram
de n vecteurs x1,...,x, est définie si et seulement si (z1,...,x,) est une famille libre.

Théoréme 16. Soit V C E un sous-espace vectoriel, muni d’une base (e, . ..
x€E. Alors :

) ek:); et

G(ei,..., e, x)

d2
Glet,...,ex)

ot d= inf ||z —o||
veV

1
(1+aiz+--+a,z™)?de.
1
(n+1)%

Application 17. Soit ¢: R™ — R donnée par ¢(a1,...,an) :/
0

Alors ¢ admet un minimum g, atteint en un unique point de R"™ et pu=

2 Etude du groupe orthogonal

On se place dans l'espace euclidien R"™, muni de son produit scalaire standard.

2.1 Générateurs et réduction

Définition 18. On note O,(R) l’ensemble des matrices orthogonales : ce sont les
matrices carrées de taille n pour lesquelles l’endomorphisme de L(R™) canoniquement
associé est une isométrie vectorielle de O(R™).

On note SO, (R) le noyau de det dans O, (R) : ce sont les matrices carrées de taille
n pour lesquelles ’endomorphisme canoniquement associé est un élément de SO(R™).

SECTION 2

Proposition 19. Soit A€ M, (R). On a A€ O,(R) <= AAT =1,.

Proposition 20. Soit A€ M, (R). A€ O,(IR) st et seulement si l’endomorphisme cano-
niquement associé a A transforme toute base orthonormée de R™ en base orthonormée
de R™.

Théoréme 21. Le centre de O, (R) est Z={I,,—1I,}. En particulier, pourn >2, O, (R)
n’est pas commutatif. Pourn >3, le centre de SO, (R) est ZN SO, (R), c’est-a-dire {I,,}
st n est impair, {I,,—I,} sin est pair.

Proposition 22. O,(RR) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément,
st A€ Op(R), alors A est produit d’au moins n réflexions.

Proposition 23. Pourn >3, SO, (R) est engendré par les renversements, plus précisé-
ment, tout élément A € SO, (R) est produit d’au plus n renversements.

Proposition 24. Les valeurs propres d’une matrice orthogonale sont de module 1.

Théoréme 25. (Réduction des isométries vectorielles)
Soit f un endomorphisme orthogonal. Il existe une base orthonormale dans laquelle
la matrice de f est :

R(61)

cos(0;) —sin(6;)

Ou R(6;) =( sin(6;)  cos(6;)

) ete; €{—1,1}, avec 0; €R et 0, 0 [n].
2.2 Topologie

Théoréme 26. O, (R) est compact dans My, (R). Plus précisément, c’est un sous-groupe
compact mazimal de GL,(R).

Proposition 27. Le groupe O (R) a deux composantes connexes (par arc) : SOn(R) et
On(R)\SOn(R). En particulier, SO, (R) est connexe.

Développement 1 :

Théoréme 28. Le groupe SO3(R) est simple.

Proposition 29. On a un homéomorphisme On(R) x S T(R) ~ GL,(RR), donné par la
multiplication des matrices.



ISOMETRIES D’UN SOLIDE. APPLICATIONS.

3 Classification des isométries

3.1 Généralités

& est un espace affine euclidien, dirigé par I’espace vectoriel euclidien E.

Théoréme 30. Soit v € O(E). Alors Ker(v —Idg) = (Im(v — Idg))*. En particulier,
E=Ker(v—1dg) ® Im(v — Idg).

Corollaire 31. Soit f € Isom(E). Il existe une isométrie g € Isom(E) admettant un point
fiwe, et v € Ker(v — Idg) uniques, tels que f =tz 0 g. De plus, g commute avec t.
L’expression (unique) f =ty 0 g de lisométrie f est appelé la forme canonique de f.

Application 32. Soit f € Isom(£). On suppose qu’il existe n > 2 tel que f™ ait un point
fixe. Alors f a un point fixe.

3.2 Isométries du plan

Définition 33. Soit D une droite affine de E. On appelle symétrie glissée d’aze D une
application de la forme f=t, 0sp ot u est un vecteur directeur de D, et sp est la symétrie
orthogonale d’axe D.

Proposition 34. Les déplacements du plan sont constitués des translations et des rota-
tions. Un déplacement a un point fize si et seulement si c’est une rotation.

Proposition 35. Les antidéplacements du plan sont constitués des symétries orthogo-
nales par rapport a une droite et des symétries glissées. Un antidéplacement a un point
fize si et seulement si c’est une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

En annexe, on donne le tableau récapitulatif des isométries du plan.

3.3 Isométries de ’esapce

Définition 36. Soit P un plan de l’espace passant par A € R3, dirigé par P CR3, de
base (u,v), complétée en (u,v,w) base orthonormée de R>.

Pour M €€, AM =zu+ yv + zw. On défini alors la symétrie orthogonale sp par
rapport a P par Asp(M) :=zu+ yv — zw.

sp est une application affine, et sa partie linéaire a pour matrice :
0
0
-1

[= R
(=3 )

Théoréme 37. Soit P et P’ deux plans de l’espace. Alors la composée sposp: est :
e Une translation si P et P’ sont paralléles.

e Une rotation si PNP’ est une droite.

Remarque 38. Réciproquement, toute rotation de l’espace peut s’écrire comme com-
posée de deux symétries orthogonales.

Définition 39. On appelle vissage toute isométrie de l’espace de la forme :
f=rpoty
Ou rp est une rotation d’axe une droite D, et t,, une translation de vecteur u.
Soit f € Isom(IR?). On raisonne sur la dimension de Ker(f —Id) :

Proposition 40. Si dim(Ker(f —1d)) =3, f est une translation.

Proposition 41. Si dim(Ker(f —1d))=2, f est :
e Une symétrie orthogonale par rapport a un plan sp dirigé par P =XKer(f —1d) st
f a un point fize.
e  Une symétrie glissée si f n’a pas de point fize.
Proposition 42. Si dim(Ker(f —1Id))=1, f est :
e Une rotation d’aze D =Ker(f —1Id) si f a un point fize.
e Un vissage st f n’a pas de point fixe.

Proposition 43. Si dim(Ker(f —1Id)) =0, f est une antirotation, i.e la composée d’une
rotation d’axe une droite et d’une symétrie orthogonale par rapport a un plan.

4 Isométries d’un solide. Applications.

Définition 44. Soit X une partie de E. Le groupe d’isométries de X, note Is(X), est
constitué des isométries affines qui laissent X invariant. C’est un sous-groupe de GA(E).

Le groupe des déplacements de X, noté Ist(X), est le sous-groupe des appications de
Is(X) dont le déterminant de la partie linéaire vaut 1.



Exemple 45. On considére £ =IR? en tant qu’espace affine euclidien.
ooy SR ’1} est le groupe d’isométries

d’un polygone régulier a n cotés.

Lemme 46. Le groupe d’isométries d’un ensemble convezxe laisse stable ses points extré-
MauL.

Développement 2 :

Théoréme 47. On considére £ =TR3 en tant qu'espace affine euclidien.

Le groupe d’isométries du tétraédre A, est isomorphe 3 Sy, et son groupe des déplacements
est isomorphe a Aq

Le groupe d'isométries du cube Cg est isomorphe au produit Sy X Z /27, et son groupe des
déplacements est isomorphe a Sy.

5 Annexe

5.1 Isométries du plan

SECTION 5

. . 10 cos —sin@ 1 0
f(redulte) ( 01 ) ( sin@ cos6 ) ( 0 —1 )
Point fixe Sans point fixe
Classe Translation Rotation Symétrie orthogonale | Symétrie glissée
Ensemble invariant %) Un point Une droite %)

5.2 Isométries de ’espace

dim(Ker(f —1Id)) | Nature de ¢
0 p=sporp
1 Point fixe | Sans point fixe : ¢ =tzo ¢
Y=rTD,6 weD n ¢ D
p=tgorp |p=tzorp
2 Point fixe | Sans point fixe : ¢ =tzovY
sp gepPt i¢ Pt
o=sp p=tg 08P
3 p=tg
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