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Lecon 157. Endomorphismes trigonalisables. Endo-
morphismes nilpotents.

Devs :

e Décomposition de Dunford

e Morphismes de S! vers GL,,(R)
Reéférences :

1. Gourdon, Algébre

2. Objectif Agrégation

On se donne E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif k, et

feL(E).

1 Endomorphismes trigonalisables

1.1 Polyndémes d’endomorphismes

Proposition 1. (L(E),+,0) est une k-algébre.
(k[X],+, %) — (L(E),+,0)
P — P(f)
noyau est un idéal de k[X], appelé idéal annulateur de f.

L’ensemble {P(f) | P € k[X]} est alors une sous-algébre commutative de L(E).

L’application oy: { est un morphisme de k-algébre. Son

Définition 2. k[X] étant principal, il existe un unique polynome unitaire P € k[X] tel
que (P)=Xer @s. Ce polynome s’appelle polynéme minimal de f, et est noté jiy.

Proposition 3. Soit A € k. Alors A € Sp(f) <= ps(X) =0.

Théoréme 4. (Lemme des noyauz)
Soit P= Py - P € k[X] tels que Pi,..., P, soient premiers entre euz deux a deuz. Alors :

Ker P(f) =Ker P(f) @ --- ® Ker P(f)

Définition 5. On appelle polynoéme caractéristique de A (resp. de f) le polynéme de
E[X] défini par xa(X)=det(A— X1TI,) (resp. xf(X)=det(f— XId)).

n
Proposition 6. xa est un polynéme de degré n. Si xa=(—1)" Z ar X*, alors on a
an=1, an_1=—Tr(A) et ag=(—1)"det(A). F=0

Théoréme 7. (Cayley-Hamilton)
On a xf(f)=0. Autrement dit, fiy|Xy-

Corollaire 8. Les valeurs propres de f sont racines de son polynéme caractéristique (en
fait, ce sont les seules).

1.2 Trigonalisation

Définition 9. Un endomorphisme f € L(E) est dit trigonalisable s’il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit triangulaire supérieure. On dit que B trigonalise f.

Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable st A est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

Proposition 10. Si f est trigonalisable, les coefficients diagonaux de sa matrice dans
une base adaptée sont les valeurs propres de f. Notons Ai,..., A\, les valeurs propres
de f, chacune de multiplicité algébrique ma(X;), on a alors Tr(f)=3""_  ma(X) X; et
det(f)=T7_, A7

i=1""

Théoréme 11. Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable si et seulement si son
polynéme caractéristique Xy est scindé sur K.

Corollaire 12. Si K est algébriquement clos, tout endomorphisme est trigonalisable sur
K.

Exemple 13. Pour A € M,,(C), on a det(exp(A)) = exp(Tr(A)).

1.3 Trigonalisation simultannée

Proposition 14. Soit f, g€ L(E) tels que fog=go f. Alors les sous-espaces propres
de f sont g-stables.

Proposition 15. Soit f et g deux endomorphismes trigonalisables qui commutent. Alors
il existe une base commune de trigonalisation. On dit que f et g sont cotrigonalisables.

Proposition 16. On prend K =C. Soit f, g€ L(E) tels que fg=0. Alors f et g sont
cotrigonalisables.

2 Nilpotence

2.1 Noyaux itérés

Proposition 17. La suite (Ker f™),en est croissante et stationnaire. La suite
(Im f™)pen est décroissante et stationnaire.



Définition 18. On appelle indice de f le plus petit entier p tel que Ker fPTF =Ker f?
pour tout k € N.

Théoréme 19. On ap<n et E=Ker fP ¢ Im fP.

2.2 Endomorphismes nilpotents

Définition 20. On dit que f est nilpotent s’il existe p€ N tel que fP=0. On note N'(E)
l’ensemble des endomorphismes nilpotents de E.

Exemple 21. La dérivation P+ P’ sur C,[X] est nilpotente.

Définition 22. On appelle indice de nilpotence le plus petit entier p € N tel que fP=0.
L’indice de nilpotence est exactement lindice de f (définition 18).

Développement 1 :
Lemme 23. Si M € M,(K) est nilpotente non nulle, alors il existe X € Ker(N?)\ Ker(N).
Application 24. Les morphismes continus de U vers GL,(IR) sont de la forme :

Rek,
(0)
prelt—Q
(0)

cos(0) —sin(6)
sin(0) cos(6)

Ou Q €GL,(R), reN, ky,..., ks € Z" et R9:< >pourtout9€]R.

Théoréme 25. Les propositions suivantes sont équivalentes :
e [ est nilpotent.
o xr=(-1)"X".
e [l existe p€ N tel que mp = XP.
e f est trigonalisable avec des zéros sur la diagonale.

e f est trigonalisable et sa seule valeur propre est zéro.

Proposition 26. On suppose que car(K)=0. Alors [ est nilpotent si et seulement si
pour tout k€ N, on a Tr(f*)=0.

SECTION 3

Remarque 27. Si K =T, le résultat est faux, par exemple en prenant g=Idpr)s.

2.3 Le coéne nilpotent

Proposition 28. N (E) est un céne : pour f nilpotent et A € K, l’endomorphisme \ f est
encore nilpotent.

Remarque 29. N(E) n’est pas stable par addition. Par exemple ( 8 é >+ ( ? 8 ):

( ? (1] ) est somme de deux matrices nilpotentes, mais elle est inversible.

Proposition 30. Pour M € My(K), xar = X2 — Tr(M) X + det M.

Corollaire 31. M € My(K) est nilpotente si et seulement st Tr(M) = det(M) = 0.

L’ensemble des matrices nilpotentes de Mao(K) est décrit ainsi : {( ‘Z fa ) : —a?—
bczO}.
Proposition 32. Soit u,v € N(E). Siu et v commutent, alors u+v est nilpotent.

Proposition 33. Soit u et f deux endomorphismes de E avec u milpotent. Si u et f
commutent, alors uo f = fou est nilpotent.

Théoréme 34. On a Vect(N(E))=Ker(Tr) ={u € L(E) : Tr(u)=0}.

3 Application a la réduction

3.1 Décomposition de Dunford

Développement 2 :

Proposition 35. Soit P =Py --- P, un polynéme annulateur de f avec Pi,..., P, premiers
entre eux deux a deux. On a E=Ker Pi(f)® --- @ Ker P,(f), et la projection sur Ker P; (f)
parallélement a @#i Ker Pj(f) est un polynéme en f.

Théoréme 36. (Décomposition de Jordan-Chevalley)
On suppose que X est scindé sur k. Alors il existe un unique couple (d,n) d'endomorphismes
de L(E) tels que :

e d est diagonalisable, n est nilpotent.

e f=d+netdon=nod

De plus, d et n sont des polynémes en f.




APPLICATION A LA REDUCTION

Proposition 37. On considére une norme d’algebre ||.| sur My(k), par exemple la
norme d’opérateur. On rappelle que (M, (k),||.||) est alors un espace de Banach.

. Ak
La série Z T est normalement convergente, donc convergente.

keEN
+oo An
Définition 38. On note exp(A) = ZO B
n=

Proposition 39. St A=D + N avec D diagonalisable et N nilpotente, alors :
exp(A) = exp(D)exp(N)

Remarque 40. Si xa est scindé sur k, la réduction de Jordan-Chevalley donne alors
une méthode simple pour calculer exp(A). En effet, exp(D) se calcule facilement par
la proposition 50, et le calcul de exp(N) est immédiat puisque N™ =0 implique que

n—1
Nk
exp(N) = Z AR
k=0

3.2 Endomorphismes cycliques et réduction de Frobenius
Notation 41. Six € E, on note Py le polynéme unitaire engendrant l’idéal {P € K[X]
¢ P(f)(z) =0}, et E; Uensemble {P(f)(z) : PeK[X]}.

Dans la suite, on notera k le degré de 7y et £y le degré de P, pour x € E.

Proposition 42. L’ensemble E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension £, dont
une base est (z,..., ff+=1(x)).

Théoréme 43. [l existe x € E tel que Py =y.

Définition 44. On dit que f est cyclique s’il existe x € E tel que E, = E. D’aprés ce
qui précéde, ceci équivaut & dire que k=deg(my) =n, ou encore que 7y =(—1)" xy, ot Xy
désigne le polynéme caractéristique de f.

Définition 45. Soit P=XP+a,_1 XP~ 1+ +ag un polynéme unitaire de IK[X]. On
appelle matrice compagnon de P la matrice C(P) (voire annexe).

Proposition 46. Le polynome caractéristique xc(py de C(P) vérifie x¢(py=(—1)P P.
Développement 2 :

Théoréme 47. (Invariants de similitude)

Soit f € L(E). Il existe une suite finie F1,..., F,. de sous-espaces vectoriels de E, tous
stables par f, telle que

1. E=®_,F,

2. pour tout i€ [1,r], f|F, est un endomorphisme cyclique,

3. si Py=my,, on a P;41|P; pour tout i € [1,r —1].

La suite Py,..., P, ne dépend que de f et non du choizx de la décomposition. On l’appelle
suite des invariants de similitude de f.

Application 48. (réduction de Frobenius)

Soit f € L(E) et Py,..., P, la suite des invariants de similitude de f. Alors il existe
une base B de E dans laquelle matgs( f) =diag(C(P1),...,C(Py)). Ona Pi=my et Py --- P,
est le polyndme caractéristique de f, a un facteur (—1)™ prés.
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