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Leçon 154. Sous-espaces stables par un endomor-
phisme ou une famille d'endomorphismes d'un espace

vectoriel de dimension finie. Applications.
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On se donne E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et u2L(E). On note �u
le polynôme minimal de u, c'est-à-dire l'unique générateur unitaire de l'idéal fP 2K[X]
: P (u)= 0g.

1 Sous-espaces stables par un endomorphisme

1.1 Définitions et illustration

Définition 1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est stable par u si
u(F )�F.

Exemple 2. Le noyau et l'image de u sont stable par u. Les espaces propres de u sont
stables par u.

Exemple 3. Soit u;v2L(E) tel que u�v=v�u. Alors Ker(v) et Im(v) sont stables par u.

Définition 4. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension r stable par u. Alors u induit
deux endomorphismes : ujF 2L(F ) et u2L(E/F ) obtenu par passage au quotient :

F ,! E � E/F
#ujF #u #u
F ,! E � E/F

:

Lemme 5. En gardant les notations de la définition 4, considérons B=(e1; : : : ; en) une
base de E dont les r premiers vecteurs forment une base BF de F, et notons B 0=BnBF.
La famille �(B0) est une base de E/F que l'on note BE/F.

Alors la matrice de u dans B et de la forme matB(u)=
�
A C
0 B

�
, avec

A=matBF(ujF) et B=matBE/F(u):

Lemme 6. L'endomorphisme u est nilpotent si et seulement si ujF et u le sont.

Proposition 7. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors �ujF j�u. Si
E = F1� F2 avec F1 et F2 des sous-espaces vectoriels de E stables par u, alors �u=
ppcm(�ujF1; �ujF2):

1.2 Sous-espaces cycliques

Notation 8. On note K[u] l'ensemble fP (u) : P 2K[X]g.
Si x2E, on note Px le polynôme unitaire engendrant l'idéal fP 2K[X] : P (u)(x)=0g,

et Ex l'ensemble fP (u)(x) : P 2K[X]g.
Dans la suite, on notera k le degré de �u et `x le degré de Px pour x2E.

Proposition 9. L'ensemble K[u] est un sous espace vectoriel de L(E) de dimension k,
dont une base est (IdE ; u; : : : ; uk¡1). L'ensemble Ex est un sous-espace vectoriel de E
de dimension `x, dont une base est (x; : : : ; u`x¡1(x)).

Théorème 10. Il existe x2E tel que Px=�u.

Définition 11. On dit que u est cyclique s'il existe x2E tel que Ex=E. D'après ce qui
précède, ceci équivaut à dire que k= deg(�u) = n, ou encore que �u= (¡1)n �u, où �u
désigne le polynôme caractéristique de u.

Définition 12. Soit P =Xp+ap¡1Xp¡1+ � � �+a0 un polynôme unitaire de K[X]. On

appelle matrice compagnon de P la matrice C(P )=

0BBBBBBBBBBBBBB@

0 � � � � � � 0 ¡a0
1 0 ¡a1
0 1 �� � ���
��� �� � �� � 0 ¡ap¡2
0 � � � 0 1 ¡ap¡1

1CCCCCCCCCCCCCCA.

Proposition 13. Le polynôme caractéristique �C(P ) de C(P ) vérifie �C(P )=(¡1)pP.

Théorème 14.
Soit f 2L(E) un endomorphisme cyclique. Il existe une base de E dans laquelle la

matrice de f soit égale à C(�f).
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1.3 Sous-espaces stables et dualité

Définition 15. Des éléments x2E et '2E� sont dits orthogonaux si '(x)= h'; xi=0.

Définition 16.
Si A�E, on note A?=f'2E� : 8x2A '(x)=0g. A? est appelé orthogonal de A.
Si B�E�, on note B�= fx2E : 8'2B '(x)=0g. B� est appelé orthogonal de B.

Proposition 17. Les sous-ensembles A? et B� sont des sous-espaces vectoriels de E�

(resp de E).

Théorème 18.

1. Si F est un sous-espace vectoriel de E, dimF +dimF?=dimE et (F?)�=F.

2. Si G est un sous-espace vectoriel de E�, dimG+dimG�=dimE et (G�)?=G.

Théorème 19. (Lien avec la stabilité).
Un sous-espace vectoriel F de E est stable par u si et seulement si F?�E� est stable

par uT.

2 Application à la réduction

2.1 Diagonalisation et codiagonalisation

Théorème 20. (Lemme des noyaux)
Soit f 2L(E) et P =P1 � � �Pr2K[X], les polynômes Pi étant premiers entre eux deux

à deux. Alors

KerP (f) =KerP1(f)� � � � �KerPr(f):

Définition 21. On dit que f est diagonalisable s'il existe une base de vecteurs propres
de f. On dit que A est diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale.

Proposition 22. (Condition suffisante de diagonalisabilité)
Si �f est scindé à racines simples, alors f est diagonalisable.

Théorème 23. Les propositions suivantes sont équivalents :

� f est diagonalisable.

� �f est scindé à racines simples dans k.

� �f est scindé dans k et dim(E�) = v�, où v� désigne la multiplicité de � en tant
que racine de �f:

� E=
M

�2Sp(f)
E�.

Corollaire 24. Si f possède n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Théorème 25. (Diagonalisation simultannée).
Si f et g 2L(E) sont des endomorphismes diagonalisables qui commutent, alors ils

sont diagonalisables dans une même base de vecteurs propres : on dit qu'ils sont codia-
gonalisables.

Définition 26. Un endomorphisme f 2L(E) est dit trigonalisable s'il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit triangulaire supérieure. On dit queB trigonalise f.

Une matrice A 2Mn(K) est dite trigonalisable si A est semblable à une matrice
triangulaire supérieure.

Théorème 27. Un endomorphisme f 2 L(E) est trigonalisable si et seulement si son
polynôme caractéristique �f est scindé sur K.

Théorème 28. (Trigonalisation simultanée). Si f et g sont trigonalisables et commutent,
alors ils sont trigonalisables dans une même base de E.

2.2 Réductions de Dunford et de Jordan
Développement 1 :

Proposition 29. Soit P = P1 � � � Pr un polynôme annulateur de f avec P1; : : : ; Pr premiers
entre eux deux à deux. On a E =Ker P1(f )� � � � �Ker Pr (f ), et la projection sur Ker Pi (f )
parallèlement à

L
j=/ i KerPj(f ) est un polynôme en f.

Théorème 30. (Décomposition de Jordan-Chevalley)
On suppose que �f est scindé sur k. Alors il existe un unique couple (d ;n) d'endomorphismes

de L(E ) tels que :

� d est diagonalisable, n est nilpotent.

� f = d + n et d � n= n � d

De plus, d et n sont des polynômes en f.

Application 31. Les morphismes continus de U vers GLn(R) sont de la forme ': eit 7!
QDiag(Rtk1; : : : ; Rtkr; 1; : : : ; 1)Q

¡1, où Q2GLn(R), r2N, k1; : : : ; kr 2Z� et R� est une
matrice de rotation.

Théorème 32. (Réduction de Jordan, cas nilpotent).
Soit u 2 L(E) un endomorphisme nilpotent. Il existe une base B dans laquelle la

matrice de u est de la forme

0BBBBBBBBBB@
0 v1 (0)

�� � �� �
�� � vn¡1

(0) 0

1CCCCCCCCCCA avec vi2f0; 1g.
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Théorème 33. (Réduction de Jordan).
Soit f 2L(E) tel que �f soit scindé surK. On note �f=(¡1)n

Q
i=1
s (X¡�i)�i. Alors

il existe une base B de E telle que la matrice de f soit de la forme diag(J(�1; �1); : : : ;

J(�s; �s)), avec J(�; �)=

0BBBBBBBBBB@
� v1 (0)

0 �� � �� �
��� �� � v�¡1

0 � � � 0 �

1CCCCCCCCCCA.

2.3 Invariants de similitude
Développement 2 :

Théorème 34. (Invariants de similitude)
Soit f 2L(E ). Il existe une suite finie F1;: :: ;Fr de sous-espaces vectoriels de E, tous stables

par f, telle que

1. E =
L

i=1
r Fi,

2. pour tout i 2 J1; r K, fjF i
est un endomorphisme cyclique,

3. si Pi =�fi, on a Pi+1jPi pour tout i 2 J1; r ¡ 1K.
La suite P1; : : : ;Pr ne dépend que de f et non du choix de la décomposition. On l'appelle suite
des invariants de similitude de f.

Application 35. (réduction de Frobenius)
Soit f 2L(E) et P1; : : : ; Pr la suite des invariants de similitude de f . Alors il existe

une base B de E dans laquelle matB(f)=diag(C(P1); : : : ; C(Pr)):

On a P1=�f et P1 ���Pr est le polynôme caractéristique de f , à un facteur (¡1)n près.

Application 36.
Deux endomorphismes f et g de L(E) sont semblables si et seulement si ils ont les

mêmes invariants de similitude.

3 Application aux représentations des groupes finis

On se donne G un groupe fini.

3.1 Généralités sur les représentations

Définition 37. On appelle représentation linéaire du groupe G la donnée d'un C-espace
vectoriel V de dimension finie et d'un morphisme de groupe �V :G!GL(V ).

Exemple 38. Si d�1 est un entier, l'espace vectorielRd est une représentation du groupe
Od(R) via le morphisme d'inclusion Od(R)!GLd(R).

Proposition 39. Pour tout g 2G, �V (g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont
des racines de l'unité.

Définition 40. (morphisme de représentation)
Soit V1 et V2 deux représentations de G. On appelle morphisme de représentation, ou

G-morphisme, une application linéaire ':V1!V2 commutant avec l'action de G, i.e tel
que

8g 2G u � �V1(g)= �V2(g) �u:

On note HomG(V1; V2) l'ensemble des G-morphismes entre V1 et V2, et on dit que V1 et
V2 sont isomorphes s'il existe un G-morphisme bijectif ':V1!V2. On note alors V1'V2.

3.2 Décomposition en somme directe de sous-représentations irré-
ductibles

Définition 41. On appelle sous-représentation de V un sous-espace vectoriel de V stable
par G.

Définition 42. On dit que V est irréductible si ses seules sous-représentations sont f0g
et V, ce qui équivaut à dire que pour tout v 2 V nf0g, la sous-représentation engendrée
par v est V. On note Irr(G) l'ensemble des représentations irréductibles de G.

Exemple 43. Toute représentation de dimension 1 est irréductible.

Définition 44. Si V1 et V2 sont deux représentations de G, on peut munir V1�V2 (que
l'on identifie à V1�V2) via le morphisme

�V1�V2(g)(v1; v2)= (�V1(g)(v1); �V2(g) (v2)):

La représentation ainsi définie est appelée représentation somme directe de V1 et V2:.

Théorème 45. L'application h�; �iV suivante définit un produit scalaire sur V, invariant
par l'action de G :

8(v1; v2)2V hv1; v2i :=
1
jGj

X
g2G

hg � v1; g � v2i:

Théorème 46. (Maschke, 1899)
Toute représentation de G est somme directe de représentations irréductibles.
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