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Dans ce qui suit, K désigne un corps commutatif et E est un espace vectoriel sur K,
de dimension finie n € N*.

1 Polynémes d’endomorphismes

1.1 L’algébre K|f]

Définition 1. Soit P=a, X"+ --4+ag€ K[X]. Pour f € L(E) et Ae M,,(K), on définit
o P(f)=anf"+ - +aoldg,
e PA)=apn A"+ - +aoln.
Proposition 2.
(K[X], 4, %) — (L(E),+,0)
P — P(f)

L’ensemble K|f]:={P(f) | P € k[X]} est alors une sous-algébre commutative de
L(E).

L’application py: { est un morphisme de k-algébre.

Exemple 3. Si M =diag(a1,...,ay), alors P(M) =diag(P(a1), ..., P(ay)).

Proposition 4. Soit f € L(E) et P € K[X] tel que P(f)=0. Si X\ est une valeur propre
de f, alors P(\)=0.

Théoréme 5. (Lemme des noyauz)

Soit f € L(E) et P=DP; --- P, € K[X], les polynémes P; étant premiers entre eux deux
a deux. Alors

Ker P(f)=Ker Pi(f) @ --- @ Ker P.(f).

1.2 Polynéme minimal
On se donne f € L(E).

Proposition 6. Le noyau Ker ¢y de l’application définie en proposition 2 est un idéal
non nul de K[X| appelé idéal des polynémes annulateurs.

Proposition 7. Ii existe un unique polynéome unitaire 7y € K[X] qui engendre Ker ¢y.
On Uappelle le polynome minimal de f.

Exemple 8. Si f est un projecteur, 7y = X (X +1). Si f est une symétrie non triviale
et car(k) #2, on a mp = (X +1)(X —1). Si f est nilpotente d’ordre 7, on a mp=X".

Proposition 9. Soit A € k. Alors A € Sp(f) <= m(\) =0.
Proposition 10. 7y est invariant par similitude : pour tout p € GL(E), 7, p,-1 =7y.

Corollaire 11. On a l’isormorphisme de K-algebres K| f]~K[X]|/(nf), et si 7y =Py -+ Py

avec P1,. .., P, premiers entre eux deux-a-deuz, K[f]~K[X]/(P1) X - x K[X]/(P;).

Proposition 12. Si k=deg(ny), alors K[f] est de dimension k, et une base est donnée
par (Idg, f,..., f*=1h).

Proposition 13. Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors 7r/“,|7rf. Si
E=F @ F; avec Fy et Iy des sous-espaces vectoriels de E stables par f, alors wp =
PPCI(TTf, s Tf 1) -

Proposition 14. Soit P et Q deux polynémes unitaires tels que 7y = PQ, et F'=¥Xer P(u).
Alors Ty, = P.

1.3 Polynoéme caractéristique

Définition 15. On appelle polynoéme caractéristique de A (resp. de f) le polynéme de
E[X] défini par xa(X)=det(A— X1I,) (resp. xf(X)=det(f— XId)).

Proposition 16. Le polynéme caractéristique est stable par transposition : xar = XA-

n
Proposition 17. x4 est un polynéme de degré n. St xa=(—1)" Z ar X*, alors on a
an=1, an_1=—Tr(A) et ag=(—1)" det(A). k=0



Exemple 18. (Calcul pratique de xa4)
Sin=2, xa(X)=X2—Tr(A4) X +det(A).
Sin=3, xa(X)=—X34+Tr(A) X2 — %(Tr(A)2 ~ Tr(A2)) X + det(A).
Ces formules permettent le calcul efficace du polynéme caractéristique en petite dimen-

sion. En grande dimension (en général, a partir de n =4) on leur préfére I’algorithme du
pivot de Gauss pour le déterminant.

Exemple 19. Si f est nilpotent, x(X)=(-1)"X".

Théoréme 20. (Cayley-Hamilton)
On a x¢(f)=0. Autrement dit, ps|xy.

Corollaire 21. Les wvaleurs propres de f sont racines de son polynéme caractéristique
(en fait, ce sont les seules).

2 Application a la réduction des endomorphismes

2.1 Diagonalisation

Définition 22. On dit que f est diagonalisable s’il existe une base de vecteurs propres
de f. On dit que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Proposition 23. (Condition suffisante de diagonalisabilité)

Si xy est scindé a racines simples, alors f est diagonalisable.
Théoréme 24. Les propositions suivantes sont équivalents :

e [ est diagonalisable.

e Ty est scindé a racines simples dans k.

o Xy est scindé dans k et dim(Ey) =wvy, ot vy désigne la multiplicité de X en tant
que racine de Xj.

o E= @ E.

AESP(f)

Corollaire 25. Si f posséde n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Exemple 26. Les projecteurs et les symétries sont toujours diagonalisables (sauf si
car(k) =2).
Les endomorphismes nilpotents non nuls ne sont jamais diagonalisables.

Exemple 27. Les matrices de rotation de R? (d’angle non congru & 7 modulo Z) ne sont
pas diagonalisables dans Ms(IR), mais elles le sont dans Mo(C).

Théoréme 28. Si k=1, est fini avec q=p", f est diagonalisable si et seulement si
F(f)=0, ou F(X)=X9-X.

SECTION 2

Proposition 29. Soit f,g € L(FE) tels que fog=go f. Alors :
1. Tout sous-espace propre de [ est stable par g (en particulier Ker f).
7. Im f est stable par g.

Théoréme 30. (Diagonalisation simultannée).

Si f et g€ L(E) sont des endomorphismes diagonalisables qui commutent, alors ils
sont diagonalisables dans une méme base de vecteurs propres : on dit qu’ils sont codia-
gonalisables.

2.2 Trigonalisation et applications

Définition 31. Un endomorphisme f € L(E) est dit trigonalisable sl existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit triangulaire supérieure. On dit que B trigonalise f.

Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable st A est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

Théoréme 32. Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable si et seulement si son
polynéme caractéristique Xy est scindé sur K.

Théoréme 33. (Trigonalisation simultanée). Si f et g sont trigonalisables et commutent,
alors ils sont trigonalisables dans une méme base de E.

Développement 1 :

Proposition 34. Soit P =P;--- P, un polynéme annulateur de f avec P1,..., P, premiers
entre eux deux a deux. On a E =Ker P(f)® --- ® Ker P,(f), et la projection sur Ker P; (f)
parallélement a @j#i Ker Pj(f) est un polynéme en f.

Théoréme 35. (Décomposition de Jordan-Chevalley)
On suppose que xr est scindé sur k. Alors il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes
de L(E) tels que :

e d est diagonalisable, n est nilpotent.

o f=d+netdon=nod

De plus, d et n sont des polynémes en f.

Application 36. Les morphismes continus de U vers GL,,(RR) sont de la forme :

Ry,

et - Q
(0)

cos(0) —sin(0)

Ou Q € GL,(R), €N, ki,...,k, € Z* et R9=< sin(0) cos(0)

) pour tout 6 € R.



ANNEXE

2.3 Invariants de similitude

Notation 37. Six € E, on note Py le polynéme unitaire engendrant l’idéal {P € K[X]
: P(f)(z) =0}, et E; Uensemble {P(f)(z) : PeK[X]}.
Dans la suite, on notera k le degré de 7y et £y le degré de P, pour x € E.

Proposition 38. L’ensemble E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension £, dont
une base est (z,..., ff+=(x)).

Théoréme 39. Il existe x € E tel que Py =y.
Définition 40. On dit que f est cyclique s’il existe x € E tel que E, = FE. D’aprés ce
qui précéde, ceci équivaut & dire que k=deg(my) =n, ou encore que 7y =(—1)" xy, ot Xy

désigne le polynéme caractéristique de f.

Définition 41. Soit P=XP+a,_1 XP "1+ .- +ag un polynéme unitaire de K[X]. On
appelle matrice compagnon de P la matrice C(P) (voire annexe).

Proposition 42. Le polynéme caractéristique xc(py de C(P) vérifie xc(py= (—=1)P P.

Développement 2 :

Théoréme 43. (Invariants de similitude)
Soit f € L(E). Il existe une suite finie Fy,..., F, de sous-espaces vectoriels de E, tous stables
par f, telle que

1L E=@_,F
2. pour tout i €[1,r], fir, est un endomorphisme cyclique,
3. si Pi=my, on a Pi11|Pj pour tout i € [1,r —1].

La suite P1,..., P, ne dépend que de f et non du choix de la décomposition. On I'appelle suite
des invariants de similitude de f.

Application 44. (réduction de Frobenius)

Soit f € L(E) et Py,..., P, la suite des invariants de similitude de f. Alors il existe
une base B de E dans laquelle matg( f) =diag(C(P1),...,C(Py)). Ona Pi=mxyf et Py --- P,
est le polyndme caractéristique de f, a un facteur (—1)™ prés.

3 Autres applications

3.1 Calcul de puissances et d’inverse

Proposition 45. Si A€ M, (K) et P € K[X] est un polynéme annulateur de A, alors
écrivant X* = P(X)Q(X) + R(X) la division euclidienne de X* par P, on a AF = R(A)
avec deg(R) < deg(ma).

3
011 . . . .
Exemple 46. Si A( 101 ), alors AF = 2 (gl)k 1A—f— 2k+23(_1>k 1.
110
Proposition 47. Si A€ GL,(K), alors A~ € K[A].
Corollaire 48. Pour tout A€ My(K), on a K[A]* = K[A]NGL,(K).
3.2 Exponentielle de matrice
Proposition 49. On considére une norme d’algebre ||.| sur M, (k), par exemple la
norme d’opérateur. On rappelle que (M, (k),||.||) est alors un espace de Banach. La série
Ak
Z T est normalement convergente, donc convergente.
keN
. =4
Définition 50. On note exp(A) = ZO S
n=

Proposition 51. Si P € GL,(k), on a exp(PAP~!) = Pexp(A) P~

Proposition 52. St A=D+ N avec D diagonalisable et N nilpotente, alors :
exp(A) = exp(D)exp(N)

Remarque 53. Si x4 est scindé sur k, la réduction de Jordan-Chevalley donne alors
une méthode simple pour calculer exp(A). En effet, exp(D) se calcule facilement par
la proposition 50, et le calcul de exp(N) est immédiat puisque N™ =0 implique que
n—1
Nk

exp(N) = i

k=0
Théoréme 54. Pour tout A€ M, (C), on a exp(C[A]) = C[A]*.

Corollaire 55. L’exponentielle de matrices exp: My (C) — GL,(C) est surjective.

4 Annexe

Matrice compagnon (définition 41).

0 - -+ 0 —ap

1 0 —ay
cpy=| 0 1 :

: . 0 —Aap-—2

0 -+ 0 1 —ap_1
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