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1 Théorie de la dimension
On se donne un espace vectoriel E sur un corps commutatif K.

1.1 Familles libres, génératrices et bases

Définition 1. Une famille de vecteurs (v1; : : : ; vp) de E est dite génératrice si E =
Vect(v1; : : : ; vp), ce qui signifie que pour tout x 2E, il existe (�1; : : : ; �p)2Kp tel que
x=�1 v1+ � � �+�p vp.

Exemple 2. Dans R2, la famille (v1; v2) donnée par v1=(1; 1) et v2=(1;¡1) est géné-
ratrice. Dans R[X], il n'existe pas de famille génératrice finie.

Définition 3. Soit (v1; : : : ; vp) une famille finie d'éléments de E. On dit qu'elle est libre
si pour tout (�1; : : : ; �p)2Kp tel que �1 v1+ � � � +�p vp=0, on a �1= � � �= �p=0: On
dit qu'elle est liée si elle n'est pas libre.

Proposition 4. Une famille (v1; : : : ; vp) est liée si et seulement si un des vecteurs vi
s'écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

Proposition 5. Soit (v1; : : : ; vp) une famile libre d'éléments de E, et x2Vect(v1; : : : ; vp):
Alors la décomposition de x sur les vi est unique.

Définition 6. On appelle base de E une famille à la fois libre et génératrice.

Proposition 7. Une famille (v1;:::; vp) de E est une base si et seulement si tout élément
x2E se décompose de manière unique sur les vi.

Exemple 8. La famille ((1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1)) est une base de Kn,
appelée la base canonique de Kn.

Proposition 9. On a les propriétés suivantes :

� fxg est une famille libre () x=/ 0.

� Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

� Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

� Toute famille contenant une famille liée est liée.

� Toute famille (v1; : : : ; vp) dont l'un des vi est nul, est liée.

1.2 Espaces et sous espaces vectoriels de dimension finie

Définition 10. On dit que E est de dimension finie si il admet une famille génératrice
finie. Dans le cas contraire, on dit qu'il est de dimension infinie.

Théorème 11. (De la base incomplète). Soit E=/ f0g un espace vectoriel de dimension
finie, et G une famille génératrice de E: Considérons une famille libre L� G. Il existe
une base B telle que L�B�G.

Corollaire 12. Si E =/ f0g est un espace vectoriel de dimension finie, alors de toute
famille génératrice finie, on peut extraire une base, et toute famille libre peut être com-
plétée en une base de E.

Lemme 13. (Lemme de Steinitz). Dans un espace vectoriel engendré par n éléments,
toute famille contenant plus de n éléments est liée.

Théorème 14. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le
même nombre d'éléments. Ce nombre est appelé la dimension de E sur K, et est noté
dimK(E) ou dim(E) s'il n'y a pas d'ambiguïté.

Théorème 15. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors toute famille généra-
trice ayant n éléments est une base, et toute famille libre ayant n éléments est une base.

Proposition 16. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vec-
toriel de E. Alors F est de dimension finie et dim(F )�dim(E). De plus, on a dim(F )=
dim(E)()F =E.

On suppose dorénavant que E est de dimension finie.
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Définition 17. Soit E1; E2 des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de E1
et E2 le sous-espace de E défini par E1+E2= fx1+x2 : x12E1 et x22E2g:

Proposition 18. Soit E1;E2 des sous-espaces vectoriels de E, et E=E1+E2: La décom-
position de tout élément de E en somme d'un élément de E1 et d'un élément de E2 est
unique, si et seulement si E1\E2= f0g. On écrit alors E =E1�E2 et on dit que E1 et
E2 sont en somme directe, ou supplémentaires.

Proposition 19. Soit E1; E2 des sous-espaces vectoriels de E. Alors E=E1�E2 si et
seulement si pour toute base B1 de E1 et toute base B2 de E2, fB1;B2g est une base de
E. On dit que fB1;B2g est une base adaptée à la décomposition E=E1�E2.

Proposition 20. (Formule de Grassman). Soit E1; E2 deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors

dim(E1+E2) =dim(E1)+dim(E2)¡dim(E1\E2):

En particulier, dim(E1�E2)=dim(E1) +dim(E2):

Proposition 21. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire, et tous ses
supplémentaires sont de même dimension.

1.3 Dimension et applications linéaires
On se donne E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f 2L(E;F ).

Proposition 22.

� Si f est injective et que la famille (v1; : : : ; vp) est libre, alors (f(v1); : : : ; f(vp)) est
libre.

� Si f est surjective et que la famille (v1;:::; vp) est génératrice, alors (f(v1);:::; f(vp))
est génératrice.

� Si f est bijective est que la famille (v1; : : : ; vp) est une base, alors (f(v1); : : : ; f(vp))
est une base.

Proposition 23. Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seule-
ment si ils ont la même dimension.

Proposition 24. L'espace L(E; F ) est de dimension finie et dimL(E; F ) = dim(E)�
dim(F ):

2 Rang. Applications

On se donne E et F deux espaces vectoriels de dimension finie.

2.1 Rang d'une application linéaire

Définition 25. Soit f 2L(E; F ). Alors f(E) est un sous-espace vectoriel de F, et on
appelle rang de f sa dimension. On note ainsi rg (f)=dim(f(E)).

Théorème 26. (Théorème du rang). Soit f 2L(E;F ). On a dim(E)=rg(f)+dim(Kerf).
En particulier, E/Ker(f)' Im(f).

Exemple 27. Si p2L(E) est un projecteur, on a Ker(f)� Im(f) =E. Ce résultat est
cependant faux pour un endomorphisme quelconque.

Corollaire 28. Soit f 2L(E;F ). On suppose que dim(E)=dim(F ). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

Remarque 29. Ce résultat n'est pas vrai en dimension infinie. L'application dérivation
sur R[X], qui à P associe P 0, est surjective mais pas injective.

2.2 Rang d'une matrice
On se donne n; p2N et A2Mn;p(K).

Définition 30. On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs colones de A.
Si A=(C1 j � � � j Cn), on définit ainsi rg(A): =dimVect(C1; : : : ; Cn):

Proposition 31. Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f 2L(E;F ).
Soit B=(e1;:::; en) et B 0=(f1;:::; fp) des bases respectives de E et de F, et A=matB;B0(f):

Alors rg(f)= rg(A):

Proposition 32. Pour toute matrice A2Mn;p(K), rg(A)= rg(AT ).

Définition 33. (Action de Steinitz)
GLn(K)�GLp(K) agit surMn;p(K) par équivalence, via :

�
(
(GLn(K)�GLp(K))�Mn;p(K) ! Mn;p(K)

((P ; Q);M) 7! PMQ¡1

Proposition 34. (Théorème du rang, reformulation matricielle).
Chaque orbite pour cette action contient un représentant de la forme :

A=

�
Ik 0
0 0

�
;
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où k est le rang de la matrice A.

Remarque 35. La méthode du pivot de Gauss permet, pour une matrice A2Mn;p(K)

donnée, de déterminer un représentant de la forme
�
Ik 0
0 0

�
en échelonnant A grâce à

des opérations élémentaires sur ses colones, ou sur ses lignes. Cela fournit donc un moyen
pratique de calculer le rang de A.

Remarque 36. Deux matrices carrées sembables sont équivalentes. La réciproque n'est

pas vraie en générale, par exemple A=
�
0 1
0 0

�
et B=

�
0 0
0 1

�
sont équivalentes, car de

rang 1 mais pas semblables, car leur trace est différente.

2.3 Application : un critère de contrôlabilité pour les EDO
On se donne un intervalle ]T0; T1[ de R, et on considère problème de Cauchy :

(P0):
(
x0(t)=A(t) x(t)+B(t)u(t)
x(T0) =x0

;

avec A 2 L1(]T0; T1[;Mn(R)), B 2 L1(]T0; T1[;Mm;n(R)) et u 2 L1(]T0; T1[;Rm) et
x02Rn.

Définition 37.
On dit que le système x0(t) =A(t) x(t) +B(t) u(t) est contrôlable si pour tout (x0;

x1)2Rn�Rn, il existe u 2 L1(]T0; T1[;Rm) tel que la solution x 2 C0(]T0; T1[;Rn) du
problème de Cauchy (P0) vérifie x(T0)=x0 et x(T1) =x1.

Définition 38. On définit le Gramian de contrôlabilité du système x0(t) =A(t) x(t) +
B(t)u(t) comme la matrice C2Sn(R) vérifiant

C :=

Z
T0

T1

R(T1; s)B(s)B(s)
TR(T1; s)

T ds;

où MT signifie la transposée de M.

Théorème 39. Le système de contrôle x0(t)=A(t) x(t) +B(t) u(t) est contrôlable si et
seulement si son Gramian de contrôle C est inversible.

Exemple 40. Le système de contrôle

(
x1
0 (t) =u

x2
0 (t) =x1(t)+ tu

où u 2R et t 2 [0; T ] avec

T > 0 a pour Gramian de contrôlabilité C=

 
T T 2

T 2 T 3

!
, qui est de rang 1. On en déduit

que ce système est contrôlable.

Développement 1 :

Théorème 41. (Condition de Kalman)
On suppose que A; B et u ne dépendent pas du temps. Alors le système de contrôle

x 0(t) = Ax (t) + Bu est contrôlable sur [T0; T1] si et seulement si Vect(Ai Bu : u 2Rm et
i 2f0; : : : ;n¡ 1g)=Rn, c'est-à-dire si et seulement si le rang de la matrice (A0B j � � � j AnB)
est égal à n.

3 Dimension en théorie des corps

3.1 Extensions de corps et base télescopique

Définition 42. Soit K un corps. On appelle extension de K tout corps L tel qu'il existe
un morphisme de corps j de K dans L. On note L/K pour dire que L est une extension
de K.

Remarque 43. L est une extension de K ssi K peut être vu (à isomorphisme près)
comme un sous-corps de L.

Exemple 44. C est une extension de R lui même extension de Q.

Exemple 45. Tout corps K est une extension de son sous-corps premier P .

Définition 46. Soit K un corps et L/K une extension. On appelle degré de L/K et on
note [L:K] la dimension de L vu comme K-espace vectoriel : [L:K] :=dimK(L).

Théorème 47. (Base télescopique)
Soit K �L�M des corps, (ei)i2I une base de L sur K, (fj)j2J une base de M sur

L. Alors (ei fj)i2I;j2J est une base de M sur K. En particulier, [M :K] = [M :L][L:K].

3.2 Elements et extensions algébriques

Définition 48. Soit L/K une extension, et A� L. On dit que A engendre L, et on
écrit L=K(A) si L est le plus petit sous-corps de L contenant A et K. Si A est fini et
A= f�1; : : : ; �ng, on note L=K(�1; : : : ; �n):

Définition 49. Soit K un corps et L une extension de K. Soit ':K[T ]!L l'homomor-
phisme défini par 'jK= idK et '(T )=�.

Si ' est injectif, on dit que � est transcendant sur K. Sinon, on dit que � est algé-
brique sur K, et l'idéal I =Ker ' étant principal, on a I = (P ) avec P irréductible (que
l'on peut supposer unitaire). Le polynôme P est, par définition, le polynôme minimal de
� sur K, et on le note ��.

Exemple 50. 2
p

et i sont algébriques sur Q, mais pas � ni e.
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Remarque 51. Le polynôme minimal d'un élément � algébrique sur K est l'unique
polynôme unitaire irréductible de K[X] qui annule �.

Exemple 52. X2+1 est le polynôme minimal de i surQ. X ¡ i est le polynôme minimal
de i sur C.

Théorème 53. Soit K �L une extension et �2L. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

� � est algébrique sur K

� On a K[�] =K(�)

� On a dimKK[�]<1
Dans ce cas, on a deg(��)= [K(�):K].

Définition 54. Une extension L/K est dite finie si on a [L:K]<1. Elle est dite
algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K.

Remarque 55. Une extension finie est toujours algébrique, mais la réciproque est fausse,

par exemple Q

��
2
1

n; n2N�
��

est algébrique et infinie.

Théorème 56. Soit L/K une extension. Alors M := fx2L : x est algébrique sur Kg
est un sous-corps de L.

3.3 Nombres constructibles

Définition 57. On dit qu'un nombre réel est constructible si c'est une des coordonnées
d'un point constructible (à la règle non graduée et au compas).

Théorème 58. (Wantzel, 1837). Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son
degré est une puissance de 2.

Définition 59. Soit �2R. On note �̂ l'angle orienté dont une mesure en radian est �.
L'angle �̂ est dit constructible si le point M du cercle de centre O=(0; 0) et de rayon 1

tel que (OI;OM)= �̂, où I =(1; 0), est un point constructible.

Proposition 60. L'angle �̂ est constructible si et seulement si le réel cos(�) est construc-
tible.

Lemme 61.

1. Les angles de la forme 2�b
2�

sont constructibles pour �2N.

2. Soient n; m 2N� premiers entre eux. Alors l'angle 2�b
mn

est constructible si et

seulement si les angles 2�b
m

et 2�
b
n

le sont.

Développement 2 :

Théorème 62. (Gauss-Wantzel)

Soit p un nombre premier impair, et � 2N�. Alors l'angle
2�b
p�

est constructible si et

seulement si �= 1 et p est un nombre premier de Fermat, c'est-à-dire p = 1 + 22
�

pour un
certain � 2N.
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