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Lecon 107. Représentations et caractéres d’un
groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.
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e Table de caractéres de S*

e Théoréme de structure des groupes abéliens finis
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M1 de Paris VI)
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Dans tout ce qui suit, on se donne un groupe G.

1 Représentations linéaires et leurs sous-représentations

1.1 Définitions et premiers exemples

Définition 1. On appelle représentation linéaire du groupe G la donnée d’un C-espace
vectoriel V' et d’un morphisme de groupe py: G — GL(V).

Convention 2. On parle indifféeramment de la représentation V' de G ou de la représenta-
tion py de G, suivant qu’on veut mettre ’accent sur ’espace vectoriel V' ou le morphisme
de G sur GL(V).

Exemple 3. Si d > 1 est un entier, espace vectoriel R est une représentation du groupe
O4(R) via le morphisme d’inclusion O4(R) — GL4(RR).

Exemple 4. (représentations de Z)

Si V est un C-espace vectoriel, et si u: V' — V' un isomorphisme linéaire, ’application
n—u" est un morphisme de groupes de Z dans GL(V'), ce qui fait de V une représentation
linéaire de Z.

Réciproquement, si V' est une représentation de Z, alors u= py (1) € GL(V) et pour
tout n € Z, on a py(n) =u" pour tout n € Z.

Ainsi, une représentation de Z n’est autre que la donnée d’un espace vectoriel V et
d’un élément u € GL(V).

Dans tout ce qui suit, on supposera que ’espace vectoriel V' associé aux représentations
linéaires de G est toujours de dimension finie.

Définition 5.

On appelle dimension d’une représentation (V, py) la dimension de l’espace vectoriel
V. Si dim(V) =d et si (e1,...,eq) est une base de V, on note Ry (g) la matrice de py(g)
dans la base (e1,...,eq).

Proposition 6. Si G est fini, alors pour tout g € G, py(g) est diagonalisable et ses
valeurs propres sont des racines de l'unité.

Définition 7. (représentation de permutation, représentation réguliére)

Si X est un ensemble fini muni d’une action de G, on définit la représentation de
permutation Vx associée a X, comme l’espace vectoriel Vx de dimension |X| et de base
(ex)ze x, muni de l’action linéaire de G donnée par g-e;=eg., pour tout g€ G et x € X.

Dans le cas ot G est fini, on peut poser X =G et considérer l’action par multiplication
a gauche de G sur lui-méme. La représentation Vieg:= Vg de permutation ainsi obtenue
est appelée représentation réguliére de G.

Remarque 8. Dans la base (eg),¢e x, la matrice d’un élément g € G est une matrice de
permutation, et le terme diagonal a, . est égal & 1 si et seulement si g-x =z, sinon il
vaut zéro.

Définition 9. (représentation Hom(Vi, V2))
Soit Vi, Vo deux représentations de G, et soit u: Vi — Vo une application linéaire. St
g E€G, on définit g-u: Vi — Vo par la formule (g-u)(v) =g-u(g™-v) pour tout veE ;.
Ceci définit une action de G sur Hom(V1, V2), et donc Hom(Vi, Va) est une représen-
tation de G' munie du morphisme prom(vi,v5)(9) (1) = pra(g) cuo py,(g)~ L

Définition 10. (représentation duale)
Si Vi =V et si Va est la représentation triviale C, la représentation Hom(Vi, Vo) =
Hom(V, C) est appelée la représentation duale V* de V.

Définition 11. (morphisme de représentation)
Soit V1 et Vo deux représentations de G. On appelle morphisme de représentation, ou
G-morphisme, une application linéaire p: Vi — Vo commutant avec laction de G, i.e tel

que
VgeG wopy(g9)=pw(g)ou.

On note Homg(V1, V2) Uensemble des G-morphismes entre Vi et Va, et on dit que Vi et
Vo sont isomorphes s’il existe un G-morphisme bijectif ¢: Vi — Va. On note alors Vi ~ V.

1.2 Décomposition en somme directe de sous-représentations irré-
ductibles

On se donne une représentation (V, py) de G.



Définition 12. On appelle sous-représentation de V un sous-espace vectoriel de V stable
par G.

Exemple 13. Siv eV \{0}, Vect(g-v: g € Q) est la sous-représentation de V' engendrée
par v.

Définition 14. On dit que V est irréductible si ses seules sous-représentations sont {0}
et V, ce qui équivaut a dire que pour tout v € V \{0}, la sous-représentation engendrée
par v est V. On note Irr(G) ’ensemble des représentations irréductibles de G.

Exemple 15. Toute représentation de dimension 1 est irréductible.

Exemple 16. Soit n > 3. On considére la représentation o: D, — GL2(IR), ou D,, est le
groupe dérivé d’ordre n est o est l'inclusion Da,, C GL2(R). Alors o est irréductible.

Définition 17. Si V] et Vi sont deux représentations de G, on peut munir Vi & Va (que
lon identifie a Vi x Vi) via le morphisme
pvieva(9)(v1,v2) = (pvi(9)(v1), Pv4(g) (v2)).

La représentation ainsi définie est appelée représentation somme directe de Vi et Va.
m

On définit de méme la représentation @ Vi pour VA,...,V,, des représentations de G.
i=1
On suppose dorénavant que G est un groupe fini.

Théoréme 18. L’application (-,-)y suivante définit un produit scalaire sur V, invariant
par laction de G :

1
V(vi,v2) €V (v1,v2) 5:@2 (g-v1,9-v2).
g€eG

Corollaire 19. (Maschke, 1899)
Toute représentation de G est somme directe de représentations irréductibles.

1.3 Lemme de Schur et opérateur de la moyenne
On se donne une représentation (V, py) de G de dimension finie.
Théoréme 20. (Lemme de Schur, 1905)
Soit V1, Vo deux représentations irréductibles de G.
1. Si Vi et Vi ne sont pas isomorphes, alors Homg(Vi, V) = {0}.
1. Si Vi~ Vs, alors tous les éléments de Homeg(V1, V2) sont des homothéties.

Définition 21. On définit Uensemble VC des éléments de V fizes sous laction de G.
C’est une représentation de G.

Exemple 22. Soit V; et V5 deux représentations de G, et H =Hom(V4, V3).

SECTION 2

Alors HC = Homg(Vi, V2).

Définition 23. St G est fini, on définit l'opérateur de la moyenne M:V — V par

M(v)::‘?ﬂz g-v.

geG

L’opérateur de la moyenne est & valeurs dans VC, vérifie Mv)=wv
C’est un G-morphisme de V.

Proposition 24.
pour tout vEVE,

Proposition 25.
Vo de G.

1. Si Vi et Vo sont irréductibles, non isomorphes, et si uw € Hom(Vi, Va), alors M(u) =
0.

On suppose que G est fini et on se donne deux représentations Vi et

2. StV est irréductible, et si w € Hom(V,V), alors M(u)(v) =
tout v € V.

1
T (V) Tr(u) - v pour

2 Théorie des caractéres

Dans tout ce qui suit, on suppose que G est fini et on se donne une représentation (V, py’)
de dimension finie de G.

2.1 Caractéres de Frobenius et caractéres linéaires

Définition 26.

On appelle caractere (de Frobenius) de V Uapplication xv: G — C définie par xv(g):=
Tr(p(9))-

Si V est de dimension 1, GL(V') est isomorphe & C*, donc la représentation V s’iden-
tifie a un morphisme de groupes x: G — C*. On appelle caractére linéaire de G un tel
morphisme, et on note G Uensemble des caracteres linéaires de G.

Proposition 27. Si V est une représentation de dimension 1 de G et x le caractére
linéaire associé, on a xyv =X : le caractére du caractére linéaire est le caractére linéaire
lui-méme.

Muni du produit (x1 x2)(9) == x1(9) x2(9), l'ensemble G des caractéres linéaires de
G est un groupe commutatif. On Uappelle le groupe dual de G'.

Proposition 28. Soit V] et Vo des représentations de G. Alors

1.¥geG xv(g™H=xv(9),
2. xviova=Xvi t X3,
3. XHOm(%,%):W.X%’



APPLICATIONS ET UTILISATIONS DES REPRESENTATIONS

4. XV*=XV-

Proposition 29. Si Vx est la représentation de permutation de G associée a un ensemble
fini X, alors xv,(g)=Card{z€ X : g-z=a}) pour tout g € G.
En particulier, le caractére de la représentation réguliére est donné par

Xreg(l):‘Gl et Xreg(g):() pourgEG\{l}-

2.2 Orthogonalité des caractéres

Définition 30. On appelle fonction centrale sur G une application ¢: G — C qui est
constante sur les classes de conjugaison de G, i.e telle que ¢(ghg™1) = ¢(h) pour tout g,
h €G. On munit 'espace des fonctions centrales sur G du produit scalaire (-,-) défini par

(¢, 9) rzlﬁl‘ > 9(9) @(9).

geG
Exemple 31. Les caractéres sont des fonctions centrales sur G.

Proposition 32. Soit V une représentation irréductible de G, et ¢ une fonction centrale
sur G.
Alors pour tout v €V, on a

1
Z #(g)pv(g)(v) = quz:c ?(g9)x(g) - v.

geG

Théoréme 33. (orthogonalité des caractéres)
Les caracteres irréductibles forment une base orthonormale de l’espace des fonctions
centrales.

Corollaire 34. Le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre
|Conj(Q)| des classes de conjugaison de G. En particulier, il est fini.

Corollaire 35. On considére une décomposition de V en sous-représentations irréducti-
bles V=Wi® - ®@Wi. Si Werr(GQ), alors le nombre myy de W; qui sont isomorphes
a W est égal & {(xw,xv). En particulier, V ~ @ (xw,xv)W.

Welrr(G)

Corollaire 36. Deux représentations ayant le méme caractére sont isomorphes, et on a
V elr(G) <= ||xv] =1.

Proposition 37. (Formule de Burnside)
Si W est une représentation irréductible de G, alors W apparait dans la représentation
réguliere avec la multiplicitée dim W, et on a

> (dimW)? = [Gl.

Welrr(G)

2.3 Table des caractéres

Définition 38. Soit c=|Conj(G)|. La table des caractéres de G est un tableau ¢ X ¢ dont
les coefficients sont les valeurs des caractéres irréductibles sur les classes de conjugaison
de G, le coefficient a Uintersection de la colonne correspondant au caractére x et de la
ligne correspondant a la classe de conjugaison C, étant x(C).

Remarque 39. On peut obtenir toute la table des caractéres de G en n’en connaissant
qu’une partie grace aux relation d’orthogonalité des caractéres.

Exemple 40. Table des caractéres de Z/nZ. (Annexe, fig. 1)

Remarque 41. Deux groupes non isomorphes peuvent avoir la méme table des carac-
téres.

Exemple 42. Table des caractéres de Dy et de Hg (Annexe, fig. 2)

Théoréme 43. Les groupes d’isométrie du cube sont Isom(Cs) = Sy X (Z/27) et
Isomt(Cg) = Ss.

Développement 1 :

Application 44. Table des caractéres de Sy. (Annexe, fig. 3)

3 Applications et utilisations des représentations

3.1 Caractéres et sous-groupes distingués

Lemme 45. Soit G un groupe fini et (V, py) une représentation de G, de caractére x.
Alors pour tout g € G, on a

1. |x(g) < x(e),

2. x(9) = x(e) <= g € Ker(py).
Définition 46. Soit G un groupe et x un caractére de G. On appelle noyau du caractére

X, et on note Ker(x), l’ensemble {g€ G : x(g)=x(e)}.

Proposition 47. Soit G un groupe fini ayant m classes de conjugaison, et X1,..., Xm
les caracteres irréductibles de G. Tout sous-groupe distingué H de G est de la forme

H= ﬂ Ker(x;) avec JCA{L,...,m}.
jedJ
Exemple 48. Le seul groupe distingué non trivial de A4 est le groupe de Klein Vj.

Corollaire 49. Un groupe fini G est simple si et seulement st tout caractére irréductible
non trivial de G a un noyau trivial.



3.2 Cas des groupes abéliens
Lemme 50. Soit G un groupe abélien et (V, p) une représentation irréductible de G.
Alors dim(V) =1.
Remarque 51. Pour un groupe abélien G, Irr(@) coincide avec le groupe dual G.
Proposition 52. Si G est abélien, toute fonction ¢: G — C est centrale, et l’ensemble
des caractéres linéaires G forme une base orthonormale des fonctions de G sur C.
Proposition 53. Soit G un groupe abélien fini.

1. Sixe€G est d’ordrea et siy€G est d’ordreb, et siaANb=1, alorsxzy est d’ordre ab.

2. Sia,be N* et si G contient des éléments d’ordre a et b, alors il contient un élément
d’ordre ppcm(a, b).

3. Soit N le mazimum des ordres des éléments de G. Alors on a ¥ =1 pour tout
z€G. On dit que N est l’exposant du groupe G'.

Développement 2 :

Lemme 54. Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe a é

Lemme 55. Soit G un groupe abélien fini. Alors G et G ont le méme exposant.
Théoréme 56. (Théoréme de structure des groupes abéliens finis, existence)

Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r € N et des entiers Ny, ..., N, oo N; est
I'exposant de G et qui vérifient Nj1|N; pour tout i <r —1, et qui sont tels que

G ~ ]f[ Z/N;Z.
i=1

3.3 Transformée de Fourier sur un groupe fini

On se donne un groupe abélien fini G, et on note C[G| 'espace des fonctions de G sur C.
Définition 57. Pour f € C[G], on définit pour x € G, le coefficient de Fourier cy(x) par
Vx€e€G cr(x):={(f,x)-

Définition 58. L’application transformée de Fourier, notée F, est définie par
ClG > C
) = f

cG f(x) =

G

ou v/«' est définie par
Gl cr(X)

> @) x(@).
x €G

SECTION 4

Théoréme 59. (formule d’inversion de Fourier)
Pour f € C[G], on a la formule d’inversion

) 1 \
f ?Z fOOx L
x €G

Proposition 60. Les applications ¢ et F sont des isomorphismes d’espaces vectoriels
entre C[G] et C[d].

Théoréme 61. (formule de Plancherel)

Pour f, g€ C[G], on a

N — T
Z‘(‘ f(s)g(s) el ZJ( FO)a(x)-
SE T \/ T

Remarque 62. Cette formule est semblable, & une constante prés, a celle que 1’on obtient

pour la transformée de Fourier dans L?(R). Elle traduit en effet la conservation du produit

scalaire par la transformée de Fourier : (f, g ‘(7 (f,9)-
4 Annexe
Fig 1: Table de Z /nZ _ _
0 1 n—1
X, |1 1 1
x2|1l| w w1
Xn|l|lw™ | w
Fig 2 : Table de D4 et Hg
{13 | {1} [ {2} | {25} | {£k}
x1| 1 1 1 1 1
x2| 1 1 -1 1 -1
x3| 1 1 1 -1 -1
xa| 1 1 -1 -1 1
Xs5| 2 —2 0 0 0
Fig 3 : Table de Sy
(1] [2] [[2,2]] [3] | [4]
x1| 1] 1 1 1|1
Xe | 1 ]—1] 1 1 (-1
Xxs| 3| 1| —-1]0]|-1
xw| 2 2 |—-1]10
xc|3|—-1| -1 0|1
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